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Vorwort

In der vorliegenden Arbeit ,Nichtkommutative Blochtheorie* beschaftigen wir uns mit der
Spektraltheorie bestimmter Klassen von Hilbertraumoperatoren, den elliptischen Operato-
ren auf Darstellungsrdumen von Hilb&t-Moduln. Die auftretende@*-Algebren kodie-

ren dabei Symmetrieeigenschaften der entsprechenden Operatoren.

Fir kommutative Symmetrien ist die Blochtheorie ein geeignetes Hilfsmittel. Wir schildern
diese Methode zunéchst in einem geometrischen Kontext, der allgemein genug ist, um die
bekannten Ergebnisse uber die Abwesenheit singulérstetigen Spektrums im Hinblick auf
physikalische Anwendungen zu erweitern.

Wir lassen uns dann durch eine Neuinterpretation der Blochtheorie aus einem nichtkom-
mutativen Blickwinkel inspirieren zur Entwicklung einer nichtkommutativen Blochtheorie.
Dabei werden bestimmte Eigenschaften @yrAlgebren verknipft mit Eigenschaften des
Spektrums elliptischer Operatoren. Diese Blochtheorie fur Hilgém4oduln erlaubt es,
verschiedene bekannte Resultate aus dem Bereich kommutativer (diskreter und kontinuier-
licher) Geometrien mit nichtkommutativen Symmetrien in einem neuen gemeinsamen Rah-
men zusammenzufassen, der Raum la3t fir Modelle nichtkommutativer Geometrien mit
nichtkommutativen Symmetrien.

Wichtigstes Beispiel fur die behandelte Klasse von Operatoren in der mathematischen Phy-
sik sind die Schrodingeroperatoren mit periodischem Magnetfeld und Potential. Wir ordnen
sie in den Rahmen kommutativer und nichtkommutativer Blochtheorie ein und wenden die
zuvor bereitgestellten Methoden an.

In this doctoral thesis “Nichtkommutative Blochtheorie” (non-commutative Bloch theory)
we investigate the spectral theory of a certain class of operators on Hilbert space: the elliptic
operators associated with representations of HilBémnodules. Th&*-algebras that arise
encode symmetry properties of the corresponding operators.

For commutative symmetries Bloch theory is a proper tool. We describe this method in
a geometric context which is general enough to extend known results about absence of
singular continuous spectrum in view of physical applications.

Then — inspired by a new interpretation of Bloch theory from a non-commutative point of
view — we develop a non-commutative Bloch theory. Here certain propertigsaljebras

get linked to spectral properties of elliptic operators. This Bloch theory for HilGert
modules allows to unite, in a new common framework, several known results from the field
of commutative (discrete and continuous) geometries having non-commutative symmetries;
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this leaves ample room for models of non-commutative geometries having non-commutative
symmetries.

In mathematical physics, the most important example for the class of operators considered
is given by the Schrodinger operators with periodic magnetic field and potential. We place
them into the framework of commutative and non-commutative Bloch theory and apply the
methods developed before.

Herrn Prof. Dr. Jochen Brining danke ich fur seine Unterstiitzung auf meinem Weg zum
mathematischen Physiker und fiir die Betreuung dieser Arbeit.

Einige Hinweise zur Notation sind im Anhang auf Séitel115 zu finden.
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Kapitel 1
Einleitung

In diesem Kapitel unternehmen wir nach einem einleitenden Beispiel eine tour de force
von der Blochtheorie zu Hilbe@*-Moduln, die uns die wesentlichen Objekte dieser Ar-
beit vorstellen wird, ohne auf die genauen Definitionen einzugehen. Im dritten Abschnitt
vergleichen wir die bekannten und neuen Resultate in der Spektraltheorie verschiedener
Klassen eichperiodischer Operatoren, um danach die originaren Resultate dieser Arbeit zu-
sammenzustellen.

1.1.1 Theorem: Spektrum des magnetischen Schrédingeroperators mii FluRo . .. 2

1.1.2 Theorem: Spektrum des magnetischen Schrodingeroperators mit rationalem

FIUB . . e e 3
1.1.3 Theorem: Spektrum des magnetischen Schrodingeroperators mit irrationalem

FIUB . . e e 3
1.2 Von der Blochtheorie zu Hilbert-C*-Modulnl . . . . .. .. ......... 3

1.3.2 Bemerkung: BR . ... 6
1.3. Definition: Kadisoneigenschaft . . . . . . .. ... ... ... ... ..... 6
[1.3.4 Definition: Bandstrukthr . . . .. ... .. ... 6
L35 DefiniionRRY. . . . . ... o 6
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1.4 Origindre ResUltat® . . . . . . o v oo e 9

1.1 Ein einleitendes Beispiel

Als ,Vater aller eichperiodischen Operatoren” betrachten wir den Schrédingeroperator mit
periodischem Magnetfeld auf deR?. Dazu seiB € C*(R?) dasMagnetfeld und b :=

BdxAdy e Q2(R?) die zugehorige 2-Form. Ddb = 0 ist, kénnen wira = axdx+aydy e
QY(R?) finden mitda= b. Das zua gehérende Vektorfeld := axdx+ aydy € C°(TR?) heildt
Vektorpotential zu B.

Weiterhin bezeichnen wir mR den Gradienten alk?. Der Landauoperator ist dann defi-
niert durch

H?:= (V- A)?
=A-2(AIV)—idivA+|A)°.

Mit A bezeichnen wir hier den positiven Laplaceoper&t@cr(;9—)(22 + 66—;2. IstV e C*(R?) ein
glattes Potential, so i$t := H2+V dermagnetische Schrédingeroperator

Weiterhin operiert auR? das GitterZ? via Translationen. Wir setzen voraus, da®ind
V diesbezuglichz?-periodisch sind. Im allgemeinen folgt daraus jedoch nichtZfe
Periodizitat vorA: Wir definieren den magnetsischen Fluf3 pro Gitterzelle durch

q)::f B(x,y)dxdy
[0,.1)?

_ f b
[0,1]2

= f da
[0,1]2

- f a.
5[0,1)2

Ist a periodisch, so ist offenbalr = 0. In diesem Fall vertauscht mit allen Translationen,
und die Blochtheorie liefert:

1.1.1 Theorem (Spektrum des magnetischen Schrédingeroperators mit Fluf? 0)

Fur magnetischen Flul3 O hat das Spektrum des Schrédingeroperators mit periodischem
Magnetfeld und Potential kein singularstetiges Spektrum (hach Hempel & Herbst, 1995)
und kein Punktspektrum (nach Birman & Suslina, 1998).

Ist B jedoch konstant, so ig = B und damit im allgemeinen nicht G vertauscht nicht
mehr mit den Translationen. Definieren wir geeignete magnetische Translationen (siehe
auf Seite 67), so vertauschen diese zwaHméber nicht mehr untereinander.
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1.1.2 Theorem (Spektrum des magnetischen Schrddingeroperators mit rationalem

Flufd)
Fur rationalen Flul3 hat das Spektrum des Schrodingeroperators mit periodischem Magnet-

feld und Potential Bandstruktur (siehe z.B. Briining & Sunada, hp92
Helffer & Sjgstrand|(1989) zeigen:

1.1.3 Theorem (Spektrum des magnetischen Schrddingeroperators mit irrationalem
Flufd)

Seien V, A, BZ2-periodisch und invariant unter der AbbildulRy = (x,y) = (=Y, %). Weiter-

hin habe V modul@? genau ein Minimum, und dieses Minimum sei nicht entartet. ObdA

sei dieses Minimum (@) = 0.

Die beziiglich der Agmonmetrik néchsten Punkte beiZ?n(0} seien genau diejenigen mit

euklidischer Norm 1. Zwischen jedem solchen Punkt@gedbe es genau eine minimale

Geodatische, diese sei nicht entartet, und in deren Umgebung seien V und B analytisch.

Dann gibt es Konstanten €> 0, so dal gilt: Ist der magnetische Fldipro Gitterzelle

kleiner alse, irrational und besitzt eine Kettenbruchentwicklung mit Nennern gréRer als C,

so gibt es ein nichtleeres Intervalld R, so daf3 inspedd eine Cantormenge vom Malf3 0

ist.

Diese drei Ergebnisse zeigen bereits eine breite Vielfalt von méglichen spektralen Effekten
in Abhé&ngigkeit von® bei ein und demselben Operator. Wir nehmen in dieser Arbeit die
speziellen Symmetrieeigenschaften des Schrédingeroperators mit periodischem Magnetfeld
als Motivation fur die Modellbildung. Neben einer geometrischen Variante der Blochtheo-
rie, die eine Erweiterung vdn 1.1.1 fur rationalen Flu® erlaubt, wollen wir vor allem eine
nichtkommutative Blochtheorie entwickeln, die es erlaubt, die beiden gegensatzlichen Falle
1.1.2 und1.1.3 in einer gemeinsamen Sprache zu verstehen, die die spektralen Eigenschaf-
ten durch Eigenschaften der beteiligten Symmetriealgebren erklart.

1.2 Von der Blochtheorie zu Hilbert-C*-Moduln

1.2.1 Kommutative Symmetrie

Die Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen verdankt viele ihrer zugénglich-
sten Ergebnisse der Verwendung von Transformationen, die den Symmetrien der jeweiligen
Situation angepaldt sind. So fihrt die Fouriertransformation auf RBrineare partiel-

le Differentialgleichungem mit konstanten Koeffizienten tiber in algebraische Gleichungen.
R" tragt eine transitive, freie, eigentliche, kokompakte Aktion der Grippdurch Trans-
lationen, so dal} Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizienten gerade die mit dieser
Aktion vertauschenden sind.

Wir betrachten nun allgemeiner eine riemannsche Mannigfaltigkmitt einer Linksaktion

einer lokal kompakten Grupple. Verzichtet man auf Transitivitét, so wird der Quotient

M :=T'\X eine entscheidende Rolle spielen. Damitin Hausdorffraum wird, fordern wir,

daf} die Aktion eigentlich unstetig ist. Ist die Aktion frei ufiddiskret, so erbM von X
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die Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit, ist sie isometrisch, so Mrdemannsch. 1sb

ein symmetrischer Differentialoperator axif der mit derl’-Aktion vertauscht, so kobnnen

wir zu D einen Operatoby auf M assoziieren.Dy allein bestimmt aber noch nicht die
Spektraltheorie voD. A A

Ist " abelsch, so gibt es immer noch eine Fouriertransformaffdn) — L%(I'), wennI die
(abelsche) Gruppe der eindimensionalen unitdren Darstellungeh istr{Charaktergrup-

pe). Die kommutative Blochtheorie in ihrer Standardform (Abschnitt 2.1) besteht nun in der
Konstruktion eines direkten Integrals von Hilbertraumen

D
L2(X) = ﬁ H, dy,

so dal®D eine entsprechende Zerlegung

&
sz: D, dy
r

besitzt. Dy taucht alsD; fur den trivialen Charakter auf. Die allgemeine Theorie der
direkten Integrale erlaubt dann die Bestimmung des SpektrumBd amis den Eigenschaften
derD,. Wesentlich hierbei ist, dal3 flr elliptischBsdie FaserrD, elliptische Operatoren

auf einer kompakten Mannigfaltigkeit sind und daher vergleichsweise einfache spektrale
Eigenschaften haben. Darlberhinaus ist die Fanilig,r stetig, woraus letzlich die
Bandstruktur des Spektrums varnfolgt.

1.2.2 Kommutative Symmetrie aus einem nichtkommutativen Blick-
winkel

Ist I' nichtabelsch oder sind wir gezwungen, nichtabelsche geeichte Aktionen fir die Be-
ricksichtigung periodischer Magnetfelder einzufihren, so steht die Fouriertransformati-
on abelscher lokal kompakter Gruppen und damit die Blochtheorie nicht mehr zur Ver-
flgung. Einen ersten Anhaltspunkt fir das weitere Vorgehen liefert die Suche nach ei-
nem Ersatz fud": Ein topologischer RaunY ist charakterisiert durch seine kommutati-

ve C*-Algebra von komplexwertigen, stetigen, im Unendlichen verschwindenden Funktio-
nenC,(Y). Im abelschen Fall iS€(I") gerade die Gruppe@:-AlgebraC*(I') von T, d.h.

die C*-Einhlllende des Gruppenrin@$’, mit der Fouriertransformation als Isomorphismus
CI) = C*(I). C*(I') existiert aber auch flr nichtabelschesind ersetzt die Funktionenal-
gebra Uber einem ,nichtkommutativen topologischen Ralimtm auch die Blochtheorie

zu erweitern in eine Zerlegung uber einem nichtkommutativen Raum, stellen wir zunachst
die kommutative Blochtheorie ganzlich in Termen \@@") dar, ohne explizite Benutzung
vonT (Abschnit{2.2).

Das meRbare Feld von Hilbertraumidp des direkten Integrals gibt den nachsten Anhalts-
punkt, wenn man es aIS"’(f)-ModuI betrachtet und bemerkt, dhl%’(f) derwW*-Abschlul}

von C(I) ist. Die Stetigkeitseigenschaften bezuglick I, die fir das Bandspektrum ver-
antwortlich zeichneten, legen nahe, diese gleich in die Struktur zu integrieren, indem man
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eine geeignet€(I")-Modulstruktur konstruiert. Tatsachlich ist dies in der geometrischen
Situation, die der Blochtheorie zugrunde liegt, moglich. Die Hilbertraumstruktur der Fasern
H, liefert dariberhinaus ei@(I')-wertiges Skalarprodukt, so daf? wir insgesamt die Struktur
eines Hilbertc(I')-Moduls vorliegen haben. Diese ist &quivalent zur Struktur eines stetigen
Feldes von Hilbertraumen mit Fasetl). Wir haben also aus dem mef3baren Feld und den
geometrischen Eigenschaften ein stetiges Feld erhalten, periodische Operatoren werden zu
Hilbert-C(T")-Moduloperatoren.

1.2.3 Nichtkommutative Symmetrie

Nun sind wir in der Lage, den Hilbe@¢I')-Modul durch einen Hilbertmodul tber einer
nichtkommutativerC*-AlgebraA zu ersetzen und eine nichtkommutative Blochtheorie zu
betreiben (Kapitel13). Fir abstrak#-Moduloperatoren definieren wir einen Elliptizitats-
begriff. Er erlaubt einerseits, ,wie Ublich* Spektraltheorie zu betreiben. So werden die
Eigenraume isolierter Eigenwerte endlich erzeugtéoduln sein in Analogie zur end-
lichen Vielfachheit der Eigenwerte elliptischer Operatoren. Andererseits haben wir eine
verallgemeinerte Blochtheorie in dem Sinne, daf3 sich aus Eigenschaften des nichtkommu-
tativen RaumesA, Uber dem wir unseren Operator zerlegen, spektrale Eigenschaften wie
Bandstruktur, schwache Generizitdt von Cantorspektrum und Abwesenheit von diskretem
Spektrum herleiten lassen.

1.3 Ergebnistbersicht der Spektraltheorie

Dieser Abschnitt gibt nach der Definition der auftauchenden Begriffe eine Ubersicht der
Spektraltheorie verschiedener Klassen von eichperiodischen elliptischen Operatoren.

1.3.1 Definition (Bloch- und Schnol-Eigenschatft)

Sei A ein Differentialoperator auf den glatten Schnitten eines hermiteschen Vektorraum-
bindels E Uber einer orientierbaren riemannschen Mannigfaltigkeit X. A induziert dann
kanonisch einen Operator auf den distributiven Schnitten, insbesondere auP<&shhit-
ten,1< p=< .

1. A hat dieschwache Blocheigenschaft (weak Bloch property, WBfR)ls
(FsccoE)nL=E 0 AS= AS) = A € SpecA).
2. A hat dieumgekehrte Blocheigenschaft (reverse Bloch property, RBRjJIs
Vaespeen) dscL=(E)\(0} AS= AS.
3. A hat dieschwache Schnoleigenschaft (weak Schnol property, WS&l)s

(Fxgex Nensece@no; 1SX0] = O(1+d(x, )N ) AAs= As) = A € specA).
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4. A hat diestarke Schnoleigenschaft (strong Schnol property, SS)ls

(Fxoex secoE@N0) Yes0 IS0 = O (€4X) A As= 15) = A € specA).

5. A hat diesuperstarke Schnoleigenschaft (super strong Schnol property, SSBRS

(Fxoex Ve>0 Is.cco@0) IS0 = O (4*) A A, = As;) = A € specA).

Dabei istO jeweils flr dx, x) — oo zu lesen.

1.3.2 Bemerkung (SSSBWBP)
SSSP= SSP= WSP= WBP. Diese Definitionen richten sich nach Shubin (1992).

1.3.3 Definition (Kadisoneigenschatft)
SeiA eine C-Algebra undr eine treue Spur. Wir definieren di@disonkonstanteszon A
bezuglichr durch

CK = inf  7(P)
PeProj AN0

und sagen, daf# die Kadisoneigenschatfibeziglichr hat, wenn g > Oiist.

1.3.4 Definition (Bandstruktur)
Sei C eine Teilmenge vdd. Man sagt, C haBandstruktur, falls C eine lokal endliche
Vereinigung abgeschlossener Intervalle ist.

Im Vorgriff auf[3.2.5 auf Seite_ 36 definieren wir:

1.3.5 Definition RRIo)

Sei A eine C-Algebra mit einem treuen Zustadd Wir sagen, daf3A reellen Rang O

mit infinitesimalem Zustandhat (RRIlp), wenn jedes selbstadjungierte Element vie-

liebig gut approximierbar ist durch ein Element mit endlichem Spektrum, das so gewéahlt
werden kann, daf auf dessen minimalen Spektralprojektionen einen beliebig kleinen Wert
annimmt.

1.3.6 Bemerkung (Erlauterungen zur Tabelle)

In der Tabelle auf Seifg 8 sind verschiedene Unterklassen von eichperiodischen elliptischen
Operatoren mit Kozyklu® auf Schnitten in Vektorraumbiindel (siche 4.1.4 auf Seite 45)
aufgefuihrt.A +V bezeichnet den Ublichen Schrodingeroperator auf Funktionen mit einem
glatten, periodischen Potentidl HYY +V ist der magnetische Schrédingeroperator auf
einem Linienbuindel zu einer Quantisierun@., h,V) fir periodisches Magnetfeld und Po-
tential (siehé 5.1]2 auf Se[tel57). Fur diese Operatoren vergleichen wir folgende spektralen
Eigenschaften:
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BP/SP Bloch- und Schnoleigenschaft geniaR 1.3.1 auf $éite 5. Kobayashi, Ono & Sunada
(1989) zeigen fur periodische Schrodigeroperatoren die schwache Blocheigenschaft
bei I mit subexponentiellem Wachstum, schwache und umgekehrte Blocheigenschaft
fur abelsche$’ und die Folgerung ,WBP> I" amenabel”.

Die umgekehrte Blocheigenschaft flr periodische elliptische Operatoren folgt fur
abelsched™ aus der kommutativen Blochtheorie (siehe 6.2.5 auf $eite!74). Shubin
(1992) untersucht fur riemannsche Mannigfaltigkeiten mit beschrankter Geometrie el-
liptische Operatoren mit gleichmalzy°-beschrankten Koeffizienten. Er zeigt die su-
perstarke Schnoleigenschatft fiir solche Operatoren auf Mannigfaltigkeiten mit subex-
ponentiellem Wachstum. riemannsche Mannigfaltigkexenit kokompakter Aktion

einer Gruppéd" sind von beschrankter Geometrie; hagubexponentielles Wachstum,

so auchX. Periodische Operatoren haben gleichm@Bigbeschréankte Koeffizienten,

fur eichperiodische Operatoren ist dies eine zusatzliche Bedingung (,BG").

Fuchsche Gruppen sind nicht amenabel, daher gilt die schwache Blocheigenschaft
nicht.

Ao(X)RAp(M) bezeichnet die Beziehung, die zwischen der Unterkante der Spektr&h von
aufX undM = I'\X besteht, und ist daher nur fur periodische, nach unten beschrank-
te Operatoren sinnvoll. Die aufgeflhrten Resultate sind bei Kobayashi et all (1989)
nachzulesen. Es sei noch darauf hingewiesen, dal} es Beispiele von nach unten be-
schrankten elliptischen Operatoren gibt, die diese Relationen verletzen. Sie sind (bei
nichtabelschen Gruppen) also eine spezielle Eigenschaft der Schrédingeroperatoren
im Gegensatz zu allgemeinen elliptischen Operatoren.

Band-/Cantorspektrum ,Band” heif3t, dal3 Bandstruktur vorliegGk, > O/RRIp*, dal? aus
der Kadisoneigenschaft der jeweiligen getwisteten oder ungetwisteten Gr@ppen-
Algebra Bandstruktur folgt, aus dem reellen Rang 0 mit infinitesimalem Zustand da-
gegen die Dichtheit der Elemente mit Cantorspektrum in allen selbstadjungierten, al-
so in einem schwachen Sinn Generizitat von Cantorspektrogn>,0“ und ,RRIp*
schlieBen sich gegenseitig aus (siehe B.2.6 auf Seite 39). ImIFall&" und fur
Fuchsche Gruppen in Dimension 2 ist bei rationalem magnetischen Flul3 die Kadi-
soneigenschaft gegeben, im Fdlle- Z" liegt bei irrationalem FIulRRL vor (siehe
[B.4.2 und B.4.B auf Seife 1D0).

Bandstruktur fr abelschperiodische Schrddingeroperatoren ist wohlbekannt, fiir eich-
periodische elliptische Operatoren zeigen dies Brining & Sunada§19996), falls

die Kadisoneigenschaft gegeben ist. In der vorliegenden Arbeit verwenden wir diese
Methode fiirA-elliptische Operatoren (Theorém 312.3 auf Seite 33). Das Kriterium
-RRIg" fir Generizitat von Cantorspektrum zeigen wir in Theofem 3.2.4 auf Sdlite 34
fur A-elliptische Operatoren.

Natur von spec Fur alle in der Tabelle auftretenden Operatoren gilt, daf? alle Eigenwer-
te unendliche Vielfachheit haben, also spec= @ ist, da die Voraussetzungen von
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X=R"T'~2Z",yx=vy+X

X =H",T Fuchsch

_ D=HNV+V _ _nyLyv
D=A+V 6=1 ‘ OZ1 D=A+V D=H>Y+V
BP/SP SSSP,RBP SSSP,RBP BG = SSSP / /
Ao(X)RAo(M) = = nicht anwendbat > nicht anwendbar
Band-/Cantorsp. Band Band ck > 0/ RRIg ck > 0/ RRIg ck > 0/RRlp
J:#speg = oo;
speg .= 9,
Natur von spec spec=speg .. speg, . diskret; | 3:#speg , = oo 1:speg , #0
Spec= Speg .
fur Flul3 0
Luckenasympt. Oy 172 Oy 172
. n=1: generco
Luckenzahl 2=n=<5: endl.
XMfg., T" abelsch XMfg., T bel.
_ D ellipt., symm. _
D=A+V 6=1 ‘ 0Z1 D=A+V D ell., symm.
RBP I' subexp~ SSSP | I subexpABG
BP/SP SSSP.RBP BG = SSSP BG=SSSP | WBP= I amenabel = SSSP
>
Ao(X)RAoM) - , =“ < I amenabel
Band-/Cantorsp. Band Band ck > 0/ RRIg ck > 0/ RRIg ck > 0/RRlp
SPEG.c. = 0, J:#speg = oo;
speg, . diskret; P
Natur von spec E speg . = 0,
> H
[Ao.Ao+£] € speg speg, ,. diskret

Ubersicht zur Spektraltheorie; fir Erlauterungen der Eintrage Biehé 1.3.6 auflSeite 6.
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Theorem 3.22 auf Seife B3 fii-elliptische Operatoren erfiillt sind. Dies ist ei-

ne Konsequenz aus der Existenz ,unendlich vieler Symmetrien®. Es gibt Beispiele
mit unendlich vielen verschiedenen Eigenwertain §pec, , = oo) flr (strikt) peri-
odische elliptische Operatoren auf Mannigfaltigkeiten' (kobayashi et al., 1989) und
fur (geeicht) periodische elliptische Operatoren (Landauoperator bei ganzzahligem
FluR3); siehe Definition 6.21.1 auf Seite] 72 fir diese Begriffe. Der Landauoperator auf
der oberen Halbebene hat eine endliche Zahl von Eigenwerten (Comtet, 1987).

Speg p. = ¢ wurde von Thomas (1973) fir periodische Schrédingeroperatordauf
bewiesen, von Birman & Suslina (1998) fur den (strikt) periodischen magnetischen
Schrédingeroperator (FIuB 0, siehe Beispie[5.4.1 auf Selte 6 gufon Sobolev
(1997) aufR",n=> 3.

speg ¢ = O,speg, , diskret (als Teilmenge voR) wurde von Thomas (1973) fiir
Schrédingeroperatoren aRf' bewiesen, von Hempel & Herbst (1995) fur (strikt) pe-
riodische magnetischen SchrodingeroperatolL&@®"). Wir erweitern diese Metho-

de fur abelschperiodische elliptische Operatoren auf Schnitten in Vektorraumbiindel
(Theoren 6.2]9 auf Seitel77). Darunter fallen insbesondere auch die (geeicht) periodi-
schen Operatoren, zu denen die magnetischen Schrédingeroperatoren mit rationalem
Flul3 gehoren; sie sind nicht strikt periodisch, wenn der Fluf3 nicht verschwindet.

Luckenasymptotik Ist (a,8) Nnsped = (), so kann man sich fragen, welcher Zusammen-

hang zwischen Lickenbreife— o und dem Mittelunkty := %(a + ) besteht. East-

ham (1978) zeigt, dal3 die Lickenbreite fur periodische Schrédingeroperatoren durch
Cy~Y2 beschréankt ist, insbesondere also gegen 0 geht fiiro. Karp & Peyerim-

hoff (1998) zeigen die gleiche Abschétzung fur periodische Schrddingeroperatoren
auf dem hyperbolischen Raum. Mit derselben Methode erhalt man dieses Resultat
auch fur den magnetischen Schrodingeroperator mit konstantem Magnetfeld auf der
oberen Halbebene (Gruber, 1997).

Lickenzahl Fur periodische Schrédingeroperatoren auf d&hn > 1, besagt die Bethe-
Sommerfeld-Vermutung, dafd es nur endlich viele spektrale Licken @ktiganov
(1979, 1985) beweist dies in Dimension 2 und 3, Veliev (1990) fir 4 und 5.

1.4 Originare Resultate

Auf dem Weg von der kommutativen zur nichtkommutativen Blochtheorie erlautert diese
Arbeit sowohl bekannte als auch originére Resultate. Erstere sind im Text mit den entspre-
chenden Quellenangaben gekennzeichnet, letztere werden hier kurz aufgelistet.

¢ Hilbert-C*-Moduln sind bekannte Objekte in der Indextheorie. Spektraltheorie wur-
de dagegen hauptséachlich fur selbstduale HildértModuln betrieben, wobei hier
auf Diagonalisierbarkeit innerhalb der Moduloperatoren untersucht wird (siehe z. B.

LIn Dimension 1 gibt es generisch unendlich viele Liicken.



10

1 Einleitung

Frank & Manuilov, 1995). Neu ist die Verwendung von Hilb&tModuln als Hilfs-
mittel fir die Spektraltheorie von Hilbertraumoperatoren in dem allgemeinen in Kapi-
tel[3 beschriebenen Sinne. Originare Resultate fiir abstrdbiptische Operatoren
sind:

— Bandstrukturkriterium (Theorem 3.2.3)

— Eigenschaften von Eigenraumen isolierter Eigenwerte und Abwesenheit von dis-
kretem Spektrum (Theorem 3.2.2)

— schwache Generizitat von Cantorspektrum (Thedrem]3.2.4)

Diese drei Resultate waren bislang fur eichperiodische resp. periodische elliptische
Operatoren resp. beschrankte Operatoren bekannt.

Kommutative Blochtheorie findet man Ublicherweise flr Schréodingeroperatoren auf
einem Funktionenraurh?(X). Wir explizieren in Abschnitt 2]1 die kommutative
Blochtheorie fir elliptische Operatoren auf Schnitten in Vektorraumbiindel und wen-
den sie fir zwei Fragestellungen an:

— Zusammenhang zwischen Blochtheorie und Aquivalenzklassen von Quantisie-
rungen (Theorerm 5.3.2 und Korollar 5.3.3): Die nétigen Grundlagen aus der
geometrischen Quantisierung sind wohlbekannt, der Zusammenhang mit der
Blochtheorie wurde bislang nur fir den 2-Torus dargestelit.

— spektrale Natur abelschperiodischer elliptischer Operatoren (Thdaorem 6.2.9):
Dies erweitert die fur strikt periodische magnetische Schrédingeroperatoren auf
demR" bekannten Resultate. Fur den magnetischen Schroédingeroperator be-
deutet dies den Schritt vom magnetischen Fluf3 O zu rationalem Fluf3.



Kapitel 2

Kommutative Blochtheorie

Lineare partielle Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten fuhrt man bekannt-
lich mitttels Fouriertranformation in algebraische Gleichungen tber. Sind die Koeffizienten
nicht konstant, sondern nur ,konstant unter einer Gruppenaktion®, so liegt es nahe, die Fou-
riertransformation auf (lokal kompakten abelschen) Gruppen zu verwenden. Nach einer
Darstellung dieser kommutativen Blochtheorie in der tiblichen Farmh (2.1) interpretieren wir
sie in der Sprache der nichtkommutativen Topologiel (2.2).

2.1 _Standardform der kommutativen Blochtheorie . . . . . ... ........ 12
2.1.1  Definition und Hilfssatd:2-Schnitté . . . . . . .. ... ........... 12
[2.1.2  Definition und Hilfssatz: minimaler Abschlu® . . . . .. ... ........ 12
2.1.3  Definition und Hilfssatz: Aktion auf Funktioden . . . . . .. ... ... ... 13
2.1.4 Definition: Fundamentalbereich . . . . ... ... ... . ... ... . ... 14
2.1.5 Definition und Hilfssatz: abelschperiodischer Operator . . . . ... ... .. 14
2.1. Lemma: ziierte Bindel . . . . . . . ... .. 14
2.1.7 Lemma: Charakterrelationen . . . . . . . oo oo i 16
2.1. Definition: m res Feld von Hilbertraumen . . . . . . .. ... ... ... 16
2.1.9 Lemma: definierende Schditte . . . . . . . . ... 17

2.1.15 Korollar: Charakterisierung zerl rer ratoren . . . . .. .. ... ... 19
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2.1.17 Bemerkung: Spektralthedrie . . . . . . . ... .. 20
2.2 Nichtkommutative Form der kommutativen Blochtheorie . . . . . . . . . . 21
2.2.1 Definition und Hilfssatz: Pra-Hilbe@&)-Modul . . . . . .. ... ..... 21
2.2.2 Definition und Hilfssatz: Hilbei®&I")-Modul und GNS-DarsteIIudug ..... 22
2.2.3 Hilfssatz: stetiges Feld von Hilbertraumen tber . . . . . . ... ... .. 23
2.2.4 Theorem: Zerlegung eines periodischen Opefators . . . . .. ... ... .. 24

2.1 Standardform der kommutativen Blochtheorie

2.1.1 Definition und Hilfssatz (_2-Schnitte)

(X, g sei eine glatte, orientierbare riemannsche Mannigfaltigk&tf) ein hermiteschés
Vektorraumbiindel tber X. Auf den glatten Schnitten in E mit kompaktem Tr&gét),C
definiert

CE(E)XCZ(BE) 3 (s1,%) = (S1%2)1 2E) ::LhE(sl(x),sz(x))dvolx(x)eC (2.1.2)

ein Skalarprodukt. Die Vervollstandigung vof () bezuglich(:|-) 2, sei mit L2(E) be-

zeichnet. Im Falle des trivialen Bindels=EX x C mit konstanter Fasermetrik schreibt man
L2(X x C) = L%(X).

2.1.2 Definition und Hilfssatz (minimaler Abschluf3)

(F,hF) sei ein weiteres hermitesches Vektorraumbiindel un€®(E) » C®(F) ein Dif-
ferentialoperator. Betrachtet man D auf dem Definitionsbereixi) := C°(E), so wird
D zu einem abschlieBbaren, unbeschrankten Operatof(E)L Der AbschluR wird miD
bezeichnet.

Beweis Als Differentialoperator isD transponierbar, d. h. es gibt einen Differentialopera-
tor DT : C®(F) - C®(E), so daR fiir alle; € CX(E), s, € CX(F) gilt:

(Ds1|S2)2¢) = (51D 7%2), e, (2.1:2)

1Im Einklang mit der (iblichen Konvention fiir Hilbertmoduln und der Konvention in der mathematischen
Physik fur Hilbertrdume fordern wir auch fur eine hermitesche Metrik komplexe Linearitat im rechten und
Antilinearitat im linken Eintrag.
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Sei nun(syney € D(D) mit lim s, =0, limDsy =y € L?(F). Dann ist firr allese CX(F)

o19 = {m D3,

= rlli_r)];]o<DSn|S>|_2(F)

= Mﬂo <S”| DTS>L2(E)
- <r|1!>]2031‘ DTS>|_2(E)
= O,
somit istD abschlieRbar.

Im folgenden werden wir stets = E annehmen.

2.1.3 Definition und Hilfssatz (Aktion auf Funktionen)
Seil” eine abelsche Gruppe, die auf, g isometrisch operiert. Dann definiert

I'xC®(X) > (y, f) » y*f,
yif i X s xe f(y v (2.1:3)

eine Aktion vorl™” auf C*(X), die auf [2(X) eine unitdre Aktion induziert. Fat manauf

als Abbildung X~ X, so isty* = (y~1)" mit der tiblichen Definition des Riickzugs (pull back)
O*f := fo® flir ® € C*(X, X).

Die Aktion heil3frei, wenn fir xe X,y € I gilt: yx=x= vy =e. Die Aktion hei3¢igentlich
unstetig wenn fir jedes kompakte&X gilt: Die Menge{y e T' | KNyK # @} ist kompal@.

Der Quotient M:= X/T" einer freien eigentlich unstetigen Aktion ist eine glatte riemannsche
Mannigfaltigkeit.

Die Aktion heil3kokompakt wenn M kompakt ist.

Beweis Flryy,y2 e I',xe X, f € C*(X) gilt:

(¥3y5H0 = (5 1) (y1X)
= f(y2'y1'%)
= (172 ™%)
= ((yy22 )0

Davy e I" isometrisch bzglg auf X operiert, wirdy* zu einer Isometrie bzg{:|-) aufL%(E).
Wegen(y 1= = (31 ist y= auch invertierbar.

Wir setzen im folgenden die Existenz einer freien, eigentlich unstetigen, kokompakten Ak-
tion einer diskreten abelschen Grugdpeoraus.

’Die beschriebene Menge ist also endlich, falidiskret ist.
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2.1.4 Definition (Fundamentalbereich)
Eine offene Meng® c X heil3tFundamentalbereicHur die I'-Aktion, falls

DnyD=0flry+#e (2.14)
und

UrD=X. (2.1.5)

yell

Offene Fundamentalbereiche existieren immer, man kann sie z. B. mit Hilfe der Metrik kon-
struieren.

2.1.5 Definition und Hilfssatz (abelschperiodischer Operator)
Es gebe einen isometrischeift y. der Aktionvony von X nach E in dem Sinne, daf

Dies definiert eine Aktion,Tauf den Schnitten: Fur s C°(E) setzen wir
(1,90 := 7.8y ) fiirxe X,y e T. (2.1.7)

(Ty)yer induziert dann eine unitare Darstellung vorauf L2(E).
Ein Differentialoperator D aufD(D) := CZ°(E) heildtabelschperiodischfalls aufD(D) gilt:

Yyer [Ty,D] =0 (2.1:8)

2.1.6 Lemma (assoziierte Biindel)

E ist der Liftz*E’ eines hermiteschen VektorraumbiundelsiBer M entlang der Projektion

n: X = M. E und X sind’-Prinzipalbiindel Giber Ebzw. M.

Zu jedeml-Prinzipalbiindel und jedem Charaktgre I' assoziieren wir ein Linienbundel.

Die verschiedenen Biindelbeziehungen sind im Diagramm auf der anderen Seite dargestellt.
(,, -.“ bezeichnet die Assoziierung eines Linienbiindels.)

EsgiltdannE ~E'®F,.

Beweis E ist nach Voraussetzung elirPrinzipalblindel, so daf wir vermittels der gelif-
tetenI'-Aktion E’ := E/T" setzen kdnnen. Da diese Aktion ein Lift detAktion auf X ist,
wird E’ in natiirlicher Weise ein Vektorraumbiindel tibér Ist 75" : E/ - M die Biindel-
projektion vonE’, so ist der pull back bezuglichdefiniert durch

TE =Xx,E' ={(X,8 € XXE’ | n(X) = 7% (6)}.

Ist 75 : E — X die Biindelprojektion vorE undr, : E - E’ die Quotientenabbildung, so
erhalten wir einen Buindelisomorphismias»> 7*E’” durch

E seo (75(@),71.(0) € n°E’.
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cN cN cN cN
[ [ ( (
[ E E . Cc E, E’
l l | l
[ X M . Ce F M

Prinzipalfaserbindel und assoziierte Vektorraumbundel

Daher operiert in dieser Darstellung der Ljft von y auf (x,e € 7*E’ gemaldy.(X,e =

(X, ©.
Schnitte in ein assoziiertes Biindel sind gerade die Schnitte in das dartberliegende Bindel

mit dem richtigen Transformationsverhalté.ist nach Konstruktion zunachst ein komple-
xes Linienbundel GbeE’, erbt aber vork die Vektorraumbundelstruktur, so daf3 fur diese

Schnitte gilt:
C™(Ey) ~ C(E)'™ = {s€ C*(E) | Vyer ¥*'S= (1)} (2.1:9)

Analoges gilt fur das Linienbindé, GberM, das uns in Kapitdll6 auf Seite71 wieder
begegnen wird. Schlie3lich ze[gt 291 dafl

E, =Ex, C
= (T'E") %, C
=(XxE")x,C

~E'® (X x, C)
=E'®F,.

Hier sind alle Gleichheiten unmittelbare Folgerungen aus den Definitionen, bis auf die vor-
letzte, die man wie folgt sieht:

(XxzE") %, €C=(XxE'xC)/T
mit derI"-Aktion
y(X,€,2=(yX,ex(y)2),
wogegen

E'®@(Xx,C)=E"®(XxC)/T
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mit derI"-Aktion

Y(X,2 = (¥yX,x(¥)2).

Beide Bundel sind also Quotienten isomorpher Bindel beziglich der glelciAddion.

Unser nachstes Ziel ist die Zerlegung des Raumes) der quadratintegrablen Schnitte auf

E in ein direktes Integral Ubdr. Dabei verwenden wir adf das Haarmal3. Aus der Theorie

der Darstellungen lokal kompakter Gruppen brauchen wir die folgenden Charakterrelatio-
nen fur abelsches, diskret€s also fur abelsches, kompaktEqsiehe z. Bl Rudin, 1962,
81.5):

2.1.7 Lemma (Charakterrelationen)

Firy eI qilt
1, y=e,
ﬁx(v)dx:{ 0 yte. (2.1:10)
Fur y,x’ € f, gilt
Zr)?(y)x'(y) =60 —x") (2.1:11)
ye

im Distributionssinn, d. h. fiir &€ C(T') gilt

X M ioody = ("),

yel r

Aus (Dixmier,[1957, Kapitel II, 81) tbernehmen die nétigen Begriffe fur die direkten Inte-
grale:

2.1.8 Definition (mel3bares Feld von Hilbertraumen)

(B,u) sei ein MalRraum, NB,u) seien dieu-mel3baren komplexwertigen Funktionen auf B.
(E(2) g sei eine Familie von HilbertrAumen. Der Vektorradim= [],.g E(2) hei3tRaum
aller Vektorfelder Eine MelRbarkeitsstrukturauf & ist definiert durch einen Unterraum
A c I1 mit folgenden Eigenschaften:

1. Ysen (2~ 1IS@llE) € M(B,W)
2. (teMTAYsep (2 (SDID)ER) EMB.W) > te A

3. Jisynenc YzeB (Sn(2)nen C E; total

& = ((E(2)zB,A) heil3t dannmel3bares Feld von HilbertraumenDas Skalarprodukt ist
automatisch mef3bar (Polarisation), uadist ein Unter-MB,u)-Modul vonIT.
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2.1.9 Lemma (definierende Schnitte)
Seill wie oben undsy)nen C IT mit

L. Vnmen (2~ (SnlSme@) € M(B,p) und
2. V7B (Sh(2)nen C E; total.

Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Mel3barkeitstruktarIl mit (Sh)neny € A.

2.1.10 Definition (direktes Integral)

Sei((E(2)zB,A) ein melRbares Feld von HilbertrAumen tUber dem Mal3r&Bip). Der
Vektorraum der quadratintegrablen Schnitte (drgkte Integral) von((E(2)zs, A) ist de-
finiert durch

D
L E@du@:={se Al (zr IS?llew) € LB, duw)}. (2.1:12)

Durch das Skalarprodukt

D 5}
(f E(2 d,u(z)) X (f E(2 d,u(z)) >(s,H) <S|t>fe £ € C,
B B B

(2.1.13)
<S|t>fBeE 1=fB<S(Z)It(Z)>E(z) du(2)

wird fB@ E(2) du zu einem Hilbertraum.

2.1.11 Definition und Hilfssatz (Operatoren auf Feldern von Hilbertraumen)

Eine Familie von beschréankten Operator@n(2)),cs C [1,.g L(E(2) heiRitmelbares Feld
von Operatorerauf ((E(2)zB, A), falls T(A) c A ist; es heil3ivesentlich beschrankfalls
(2~ IT@ll &) wesentlich beschrénkt ist. Es gilt dann

T = esssufiT(z . 2.1:14
I ”L(f@E) >SS HT @l zEw) ( )

B
Umgekehrt heil3t ein beschrankter Operatos $(fB@ E) zerlegbar falls es ein wesentlich
beschranktes Feld von beschrankten Operatéfgn)),g gibt mit T = S. Wir bezeichen die
Gesamtheit der zerlegbaren Operatoren niit(B, £(E)). Sie sind gerade gegeben durch

L (B, £(E)) = (LW(B,C)) (2.1.15)

2.1.12 Lemma (direktes Integral und Spektrum)
Sei(T(2))p ein wesentlich beschranktes Feld von beschrankten selbstadjungierten Opera-
toren. Dann gilt:

1. T ist selbstadjungiert.
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2. Fr jede beschrankte Borelfunktion F &iilt F(T) = [ F(T(2) du(2.
3. Lespe¢T) & Veou({ze Bl (A—g,1+8)NspecT (2) # }) > 0

4. A e spe(T) = u({zeB| A espegT(2)})> 0

Fur unbeschréankte Operatoren Ubertragen sich die Begriffe entsprechend, wenn man sie auf
die beschrankte Resolvente anwendet. A

In unserer geometrischen Situation nehmen wir als Basis den Charaktdrrausammen

mit dem Haarmal3. Ein Feld von Hilbertraumen haben wir gegeben durch die Hilbertraume
LZ(EX) der quadratintegrablen Schnitte in die VektorraumbuggldlberM.

Wir definieren fliry € T eine Abbildung®d, : CX(E) > s+ S, € C*(E) durch
500 1= X x()ysly x). (2.1.16)
yell
Wegen
S0 = 2 xysy Y%

yel

= > XY Y sy )
yell

=x(¥')7.5,(X)

istS, € C®(E)'¥ und definiert damit einen Schngt € C*(Ey). IstD ein Fundamentalbe-
reich fUr diel'-Aktion, so ist

2 s 2
fl;llg(”LZ(EX)dX:jl;Ll%(X)l dXdX

= L ﬁ 2 X012 (v 81| y2,55 %) dy dx

Y1.72€l
= | > Isy wl%dx
Dyel“
= [ISlP2e)-

Dies zeigt zum einen, dal3 wir eine mel3bare Struktur@)%‘f LZ(EX) definieren kdnnen,
indem wir inC(E) eine inL2(E) totale Folge wahlen und Lemrha 2]1.9 anwenden. Zum
anderen sehen wir, dal’ das entsprechende direkte Inﬁa@gtétEX)dX isomorph zu_%(E)

ist und® eine Isometrie zwischel?(E) und ff@ L(E,)dy wird. Die Abbildung

B (S),of P ﬁ §(xdy

ist invers zu®, wie man anhand der Charakterrelationen {23} und {2.111) leicht nach-
pruft.
Dies beweist folgendes
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2.1.13 Lemma (direktes Integral)
Die durch(2.1-16) definierte Abbildung laft sich stetig fortsetzen zu einer unitaren Abbil-
dung

D
®:L%E) - f L2(E,) dy. (2.1:17)
r

Fir das direkte Integréd = ff@ H,dy von Hilbertraumen ist die Menge der zerlegbaren be-
schrankten Operatorelr?"(f,L(H)) nach[2.1.11 der Kommuta(it‘”(f,(l:))' in £(H). Da
Kommutanten schwach abgeschlossen sind@@dC) in L*(I',C) schwach dicht ist, gilt

folglich (L“(f,(l:))' = (C(f,(l:))’. Um die zerlegbaren Operatoren in unserem Fall zu bestim-
men, bendtigen wir noch die Aktion va®(I') aufL%(E):

2.1.14 Hilfssatz C(T')-Aktion)
f € C(I') operiert auf s=e C°(E) via

Mis:= d*fds, (2.1:18)
und es gilt
M) = 3 f(yHT,s(x), wobei (2.1-19)
yell
f:= [ fwinde (2.1:20)

die Fouriertransformierte von f ist. Mist ein beschrankter Operator mit Nor||.

Beweis Furxe X gilt:
(Mts)(x) = (@*fPs)(X)
:ﬁ(fd)s)x(x)d)(

= [fw > xy.sy X dy

yel

=3 fo Hy.sr

yel

Daf injeder Faser ein Multiplikationsoperator ist, Hataserweise Nornfj ||, also auch
f selbst undvis = ®* f®. 2.1.14

2.1.15 Korollar (Charakterisierung zerlegbarer Operatoren)
Die Konjugation mitb definiert einen Isomorphismus zwischen den beschrénkten Operato-

ren aufffea LZ(EX)dX und denr-periodischen beschrankten Operatoren atdH).
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Beweis

»=" Ein zerlegbarer Operator vertauscht mit Cfxel;)-Aktion, insbesondere mit, € C(f)
definiert durch

];( e 1, wenny=v/,
"0 sonst.

Vertauschen mit, heif3t nach[(2.119) gerade vertauschen nyit

, <" Vertauschen mit der-Aktion heil3t vertauschen mit allefy flr y e I'. Wegen
fy()() =x)

sind dief, gerade die Charakteie der kompakten Gruppf@ und nach dem Peter-
Weyl-Theorem (oder direkter: nach dem Stone-Weierstral3-Theorem) diﬁmf“jn
Da die Operatornorm voll; und die Supremumsnorm vdnibereinstimmen, folgt
die Vertauschungsrelation fir alfes C(T') durch Stetigkeit.

Per definitionem ist ein unbeschréankter Operator zerlegbar genau dann, wenn seine (be-
schrankte) Resolvente zerlegbar ist. Fir einen periodischen symmetrischen elliptischen
OperatorD haben wir einen Definitionsbereid(D) = CZ(X), der sowohl unteD selbst

als auch unter ddr-Aktion invariant ist und auf denmiD,y] = O fur alley € T" gilt. Daher
vertauschen alle beschrénkten Funktionen®anit derI"-Aktion, und es gilt:

2.1.16 Theorem (Zerlegung eines periodischen Operators)

Der Abschlul®D jedes periodischen symmetrischen elliptischen Operators D ist zerlegbar
bezuglich des direkten Integrafﬁea LZ(EX)dX. Ein determinierender Definitionsbereich fur
D, ist gegeben durch©E,), und die Operation von Pauf C*(E,) ~ C®(E)' ¥ ist gerade

die Wirkung von D als Differentialoperator auPCE)" ¥. Es giltD, = D,, wobei D, :=
Dlcegyrv ist und die Abschllsse als Operatoren iﬁ@) Zu nehmen sind.

Beweis Nach der Vorbemerkung ist die Zerlegbarkeit schon gez€gi(X) ist ein deter-
minierender Bereich fiD, das Bild unte, liegt in C*(E)'* und ist determinierend fur
D,, da® eine Isometrie ist. Auf diesem Bereich ist wegen (26) die Wirkung vorD, wie
behauptet. D®, als symmetrischer elliptischer Operator auf der kompakten Mannigfaltig-
keit M wesentlich selbstadjungiert url, als Faser vorD selbstadjungieﬁtist, definieren

beide die einzige selbstadjungierte FortsetzungpronD,. 2.1.16

2.1.17 Bemerkung (Spektraltheorie)
Fir die Spektraltheorie in der Ublichen Blochtheorie gibt es zwei wesentlichen Ingredien-
zen: Zum einen sind da die allgemeinen Resultate tGiber das Spektrum eines Operators, der

SWir zeigen in[Z.Z.R auf Seife 49, daR ein periodischer symmetrischer elliptischer Operator wesentlich
selbstadjungiert ist.
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beziglich eines direkten Integrals zerlegbar ist (siehe Lemma 2.1.12 auf Seite 17). Diese
benutzen nur die MelRRbarkeit der FamidIBX)XEf, d.h. nur dieL>()-Modulstruktur des
direkten Integrals als mef3bares Feld von Hilbertraumen.

Zum anderen erlaubt erst die stetige Abhéngigkeityoauf Bandstruktur im Spektrum zu
schliel3en: Die Fasern eines periodischen symmetrischen elliptischen OpPBraitmdsach
[Z1716 elliptische symmetrische Operatoren auf Schnitten in Vektorraumbindel Gber kom-
pakten Mannigfaltigkeiten und haben daher diskretes Spektrum. Da die Operatorfamilie
stetig iny ist, hangen auch die Eigenwerte stetig woab, so daf® nacH 2.1.12 Bandstruk-

tur hat. Wir werden dieses Resultafin 312.3 auf Seiie 33 im Rahmen der nichtkommutativen
Blochtheorie beweisen.

Im nachsten Abschnitt werden wir die beschriebene stetige Abhangigkeit begrifflich in Form
eines stetigen Feldes von HilbertrAumen fassen.

2.2 Nichtkommutative Form der kommutativen Blochthe-
orie

Nach dem bekannten Gelfandschen Darstellungssatz ist jede komm@atdgebra A
isomorph zuC.,(X), den stetigen, im Unendlichen verschwindenden Funktionen auf dem
topologischen HausdorffrauM, wobeiX gerade das Spektruffi von A ist, also die Men-

ge der Aquivalenzklassen irreduzibler unitarer Darstellungen (siehe z. B. Murphy, 1990);
alsC*-Norm dient die Supremumsnorm, als Involution die punktweise komplexe Konjuga-
tion. Hilbert<A-Moduln sind gerade gegeben durch die Schi@tt¢/) in ein stetiges Feld

von Hilbertraumen tbeX, endlich erzeugte projektiv@-Moduln sind gerade die Schnitte
Cw(E) in ein VektorbundeE tberX (Swan; 1962). In diesem Abschnitt wollen wir die ent-
sprechenden Strukturen im Fall der periodischen elliptischen Operatoren beschreiben und
damit eine Formulierung der Blochtheorie finden, die sich von den Punkten des REumes
I6st und nur noch die algebraischen Strukturen bezigli¢h benutzt.

Wir haben in2.1.14 auf Seife 119 schon die Aktion \©f") auf L2(E) bestimmt. Wir
definieren nun unter Verwendung des faserweisen Skalarprodukts des direkten Integrals ein
C(I')-wertiges Skalarprodukt:

2.2.1 Definition und Hilfssatz (Pra-Hilbert-C(I')-Modul)

Fir s, € CP(E) wird durch

(s11%2) () 1= (@S| (PS2)y ), e (2.2.1)

ein C(f)-wertiges Skalarprodukt definiert, dag(€) zu einem Pra-Hilbert-GModul tber
C(I') macht, der ein Untermodul degKQ-Moduls L2(E) ist.

Beweis Zunachst isiC.(E) offensichtlich einC(f)-UntermoduI vonL2(E). Weiterhin ist
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das Skalarprodukt nach Definition

(silsp) (x) = <((I>Sl)x|(q>3’2)x>|_2(EX)

= 2 X0 | {r-s1070]yis0 " 0), dx

vy’ el

_ -1
= LX) | (s

vy’ el

= > X0 7_1D<sl(y)

yy''ell

= 3 0 fx (s19)

y’el

=2 X(VH)<51|T7”SQ>|_2(E)
=y

VoS0 ), dy
(2.2.2)

Yi20 7y, dy

Yi20 Ty, dy

und daher stetig iy, da die letzte Summe ifi_(22) endlich ist. Die *-Eigenschaft ist
unmittelbar gegeben, d&T)-Linearitat des Skalarprodukts folgt wegen

(81| M%) 0) = ((®@s1),| @@" Op)y ) e
(@sp)| (FP)y ) 5
(@s)] FON@S)y) 2
<

=(s

(@S1)y|(P2)y), e, FOX)
1|Mts2) ) F (o).

(Z.22) ist die Fouriertransformierte der Abbildung- (s1|T,s,) und wird den richtigen
Weg weisen fur die Konstruktion eines geeigneten Hill&rModuls im nichtkommutati-
ven Fall (siehé 431 auf Seftel52).

Wie im Anhand A auf Seite 83 fur den Fall beliebiggrAlgebren# beschrieben, definiert
einC*-wertiges Skalarprodukt auf einefi-Modul zusammen mit d&€*-Norm vonA eine
Banachnorm auf dem-Modul. DieC*-Norm aqu(F) ist die Supremumsnorm, so daf3 wir
in diesem Fall eine Banachnoim||; auf&” := Co(E) > sgegeben haben durch

Islle: := SU(SIS) ().

xel'

Bezuglich dieser Norm kénnen wil" abschliel3en und dadurch zu einem Hilb@ttModul
UberI" machen:

2.2.2 Definition und Hilfssatz (HiIber;-C(l:)-ModuI und GNS-Darstellung)
Der Abschluf3 von EE) als Hilbert-C(I')-Modul sei mit& bezeichnets ist ein Untermodul
des GI-Moduls I%(E). Das HaarmaR auf definiert eine treue Spur auf QT), und
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die zugehorige GNS-Darstellung (siehe Abschnift A.2 auf Seite| 86) Wrist gerade die
urspriingliche QI')-Aktion auf 12(E).

Beweis Wegen
sl i) = €816l 1) = [(StIS2)12E) |

wird der AbschluB3 voi€(E) in der&-Norm ein Unterraum voh?(E), der nach Definition
einC(I")-Modul ist. A

Das Integral bezlglich eines Mal3es definiert bekanntlich eine Spur. kdenpakt ist und

damit bezuglich des Haarmafes endliches Volumen hat, ist die Spur in diesem Fall endlich,
und allef e C(I') c LYT") sind Spurklasse. DB keine offenen Haar-Nullmengen hat, ist

die Spur treu. Das durchdefinierte Skalarprodukt berechnet sich$iirs, € & wie folgt:

Sis)x T s

yeF

= <Sl|52>|_2(E)

Da& 5 C¢(E) dicht inL%(E) beziiglich det-2-Norm und damit beziiglich der varerzeugten
Norm ist, ist der GNS-Darstellungsraum zgeradelL%(E). Damit folgt auch unmittelbar
die Ubereinstimmung der Modulstrukturen.

2.2.3 Hilfssatz (stetiges Feld von Hilbertrdumen ubeF)
Das zu& nach[C.L.4 auf Seife ID3 gehérige stetige Feld von Hilbertraumenitibet Faser
LZ(EX) Ubery, dle Stetlgkeltsstruktur ist durah definiert.

Beweis Die Faser im Punky erhalten wir als GNS-Darstellungsraum zum Zustapd
CT) > f & f(y). Fur die Stetigkeitsstruktur siehe Cl1.4. O

Somit haben wir die Zerlegung vdr?(E) in ein direktes Integral Gber dem Raumer-

setzt durch die Struktur eines HilbeZt-Moduls Uber deC*-AlgebraC(T’), versehen mit

einer treuen Spur, deren GNS-Darstellung den urspringlichen Hilbertraum zurtckliefert.
In auf Seite 19 hatten wir d&I')-Aktion bestimmt und bemerkt, daR die zerlegba-

ren beschrankten Operatoren bezuglich des direkten Integrals gerade die mit dieser Aktion
vertauschenden sind. Zerlegbare Operatoren sind also genau die Modulabbildungen des
C(I)-ModulsL2(E). Insbesondere gehoren dazu die Bilder unter der GNS-Darstellung von
Modulabbildungen au€. Wir zitieren nun zum Abschlul? dieses Kapitels einen Spezial-
fall von SatzZ4.35 auf Seife b4, der zeigt, dal’ periodische elliptische Operatoren tatsach-
lich reguléare unbeschrankte Modulabbildungen (siehe z.B. lLance, 1995, Kap. 9 fur diese
Begriffe) auf& definieren, dal3 also die Resolvente eines solchen Operators im Bild der
GNS-Darstellung liegt.
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2.2.4 Theorem (Zerlegung eines periodischen Operators)
Sei D ein periodischer elliptischer Operator. Dann definiert D einen regularen Operajor D
mit DefinitionsbereictD(Dg) = CZ°(E) in &. Fur A € R gilt

7 (g +Dg) ™) = M2, + D)2, (2.2:3)
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Nichtkommutative Blochtheorie

In diesem Kapitel formulieren wir, inspiriert von der nichtkommutativen Form der kom-
mutativen Blochtheorid (2.2), eine allgemeine Klasse von Operatoren, in deren Rahmen
eine ,abstrakte Blochtheorie® spektrale Eigenschaften aus Eigenschaften der bet&iligten
Algebren ablesen wird. AbschlieRend schildern wir verschiedene Beispiele dieser Klasse.

3.1 DinniLiQ[l ..................................... 26
1.1 Definition.A-elliptischer rator. . . . ... 26
13.1.2 Bemerkung: Modul- und Hilbertraumoperatoren . . . . . . . .. .. .. .. 26

2.2 _Theorem:isolierte Eigenwerte . . . . . . .. .. . ... . ... 33
2. Theorem: Bandstrukkur . . . . . . . . . ... ... ... .. 33
13.2.4 Theorem: Cantorspektrlim . . . . . . . . .. i 34
3.2.5  Definition und Hilfssatz: reeller RANG . . . . . . . . . oo 36
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13.2.8  Theorem: Cantorspektrim . . . . . o v v v v e e e 39
3.3 Beispiele . . . . . e 40
[3.3.1 Beispiel: verallgemeinerte Harperoperatoren . . . . . . .. ... .. .... 40
13.3.2 _Beispiel: eichperiodische elliptische Operaforen . . . . . . .. ... ..... 41
3.3.3 Beispiel: elliptische Operatoren auf Hilbertmodulbiindeln . . . . . .. . .. 41
[3.3.4 Beispiel: abstrakte elliptische Operatbren . . . . . . ... .. ........ 41
3.1 Definition

3.1.1 Definition (A-elliptischer Operator)
A sei eine unitale GAlgebra,& ein Hilbert-C*-Modul tGberA. Ein unbeschrankter Ope-
rator D auf& heil3tA-elliptisch, falls D

1. dicht definiert ist,

2. reguléaristin dem Sinne, daf3 D einen dicht definierten AdjungiertdmabDmitran(1+

DD) s

und
3. A-kompakte ResolveH]that, d.h.(1+D*D) 1 e Ka(&).

Hilbertmoduln sind bei uns wie tblich und wie in Anhdng A definiert Hilbertrechtsmoduln.

Hilbertraume sind Hilber&E-Moduln, daher sind unsere Hilbertraum-Skalarprodukte kom-
plex linear im rechten Eintrag und komplex antilinear im linken Eintrag, was der Konvention
in der mathematischen Physik entspricht.

3.1.2 Bemerkung (Modul- und Hilbertraumoperatoren)

Weiterhin gebe es eine (gegebenenfalls normierte, dlk) = 1) treue Spur auf A. Wie

im AnhandgA.2 auf Seite 86 beschrieben, definiert dies ein Hilbertraumskalarprodukt auf
durch

(e1]€2)r := 1((e1]€2)¢)

fur e1,& € 8. H; sei die Vervollstandigung vo& beziglich({:|-);, d. h. der zugehérige
GNS-Darstellungsraum. Wir schreiben dann a(¢hyy_ far (-|-);. LA(E) wird treu darge-

stellt aufH,. Damit ist das Spektrum eines Elemenseger C*-Algebra £ #(E) als Menge

gleich dem Spektrum des Operatat$a) auf dem Hilbertrauni,:

1 Die Bezeitinung wird im Beweis voh 3.2/ 1 auf Sefte] 31 genauer begriindet.
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3.1.3 Lemma (Spektrum von Modul- und Hilbertraumoperatoren)
Istae LA(E), soist

spe@ = specr.(a).
Im folgenden identifizieren wi€ bzw. £ #(E) mit den jeweiligen Bildern irH; bzw. £(H;).

3.1.4 Definition und Hilfssatz (A-Spur und assoziierte Spur)
Auf denA-endlichen OperatorenF #(E) definieren wir eineA-wertige Spur durch

tre(ngy) = (YIX)s - (3.11)
Unter einerA-wertigen Spurverstehen wir ein€-lineare Abbildung
tre : Fa(l&) > A
mit
trg(T*) = (trg T)* (3.22)
und
trg(ST =trg(TS (3.1:3)
fir S, Te La(E). trg ist treu in dem Sinne, dal
(Vseqae) tre(STH=0)=T =0. (3.1:4)
Schlief3lich definiert
tr; = totrg (3.1.5)

eine treue Spur auf #(E), die zur in der GNS-Darstellungssoziierte SpurDas entspre-
chende Spurklasseideal £i7(E) bezeichnen wir miﬂ%(&tr,) (tr --Spurklassé.

Beweis Fir die Erzeugenden vofz(E) gelten die leicht zu Gberprifenden Relationen

EY_ . & E _ &
(ﬂx,y) = Ty xo Txa,y = Mx,yars

E _ & & _ . &
T7TX’y =Ty y 7TX’yT = Ty

2 Es ist

Fa(E) = sparirf | x,y € &) mit
n‘)?,y(z) =x(y|2)g firze &,

so dal3K#(E) = Fa(E).
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furx,ye & ae A, T e La(E). Daher haben wir
tre ((ngy)") = (XY
= (trgy)”,
tre(Trgy) = VT X
=(T"YIX)g
= trg(my, T).

Da fur allez,te &

ey 7 ) = e (Mg t)
= (t|x¢yl Z>8>8

gilt, ist tre treu: Setze dazu= 7¥ (2.
Schlie3lich ist ty offensichtlich eine treue Spur, daeine treue Spur aufl und trg eine

treueA-Spur ist.

3.1.5 Bemerkung (trzk’y versus tre &)
Nach3.1.4 ist

trenly = T((YIX)g) = (VI = trm,
mit der gewohnlichen kanonischen Hilbertraumspur tr und den tblichen Operatoren
s He 2 20 XYy, € He

vom Rang 1 auf dem Hilbertrauhh.. Allerdings sinﬁ,yundngyverschiedene Operatoren:

(2 = XY,
wogegen

1052 = XY 2y,

=Xt ((y12)g)-

Daher sind tr und tr im allgemeinen tatséchlich verschiedene Spuren.

3.1.6 Bemerkung (trz%, versus tr- z%,)
Sei(en)nen eine Orthonormalbasison H,. Dann ist

trr ﬂ(y?’y = tl’ﬂy&

SWir nehmen der Einfachheit halber an, daf}e & gewahlt wurde fir allen e N. Da& nach Definition
dicht inH; ist, kann dies immer erreicht werden.
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=2 <en|7T>|:§/(en)>H,

neN

= 2 (en[xlen)n, ),

neN

D (EnlXm, (Yienn,

neN

3 7 (¢enl®e) T (Veng)

neN

trey= 2, <e'1|”§,y(en)>H,

neN

= 2 (enlxylene)y,

neN

= 2 ({enlxvien)s),)

neN

= > (¢l Ylen)s).

neN

Also fallen tryr)'j',g, und thy zusammen, falls multiplikativ ist. In diesem Fall ist als

multiplikative treue Spur allerdings schon ein *-Isomorphisifus C, so dafd wir nur die
Hilbertraumspur reproduzieren.
Im allgemeinen wird tr aber gréf3er alg sein wegen

trrs an= 2, T((enlembe (emlende)

neN

= > 7((emlen)s (emlende)

neN
> 7((emlem)g; (Emleme)
2

> (r((emlem)s))

= llemlld,

=1

= tr712;,a11

= trrﬂgﬂ’aﬂ.
Hier wurde die Cauchy-Schwarz-Ungleichurig*b) < v/ r(a*a)r(b*b) und die Normiertheit
der Spur benutzt.
Zusammenfassend lalt sich feststellen: DiSpur ist zwar nur auf dem Bild der adjungier-
baren Moduloperatoren in der GNS-Darstellung definiert, auf diesen aber im allgemeinen

kleiner als die Hilbertraumspur, so daf} das entsprechende Spurklasseideal im allgemeinen
groler ist:

7r (La(E, 1) D 1 (La(©) N LY(H, tr)
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3.1.7 Bemerkung (ti. fur Standardhilbertmoduln)

Ist & ein StandardA-Modul H ® A (Tensorprodukt von Hilbertmoduln) mit einem Hilber-
traumH, so ist der GNS-Darstellungsraufy von & gerade gegeben durth = H ® h,
(Tensorprodukt von Hilbertraumen), wehp der GNS-Darstellungsraum vaA ist. Auf
den Elementartensorei® a,y® b € & wird daher

tre Tegayeb = (Y® bIX® a)g

= (y|X)y b*a,

H _H h
Tygayzb = Txy® o

& H
Tx®a,yeb = 7Tx,y®7r§,‘b
= ﬂ)':y® ab*.

Mit den Standardspurendrtr,_auf den beiden Hilbertraumeth, h- gilt dann

H _ s
trﬂxéa’)@b =1r; My2ayeb

=(yIxn 7(b*a)
= s ()t ).
Deswegen folgt schlieflich

tr=try ®try,,
tr=trh®r.

3.1.8 Lemma (tr fur tr .-Spurklasse)

Sei& = H ® A wie oben. IstA unendlichdimensional mit einer unitdren Orthonormalbasis
fur h,, so istO der einzigdr.-Spurklasseoperator mit endlicher Standardspur. Insbesondere
sind alle Hilbert:A-Untermoduln unendlichdimensionale Vektorrdume.

Beweis Sei(Xn)nen €ine Orthonormalbasis vdn aus unitdren Elementen vofi. Dann ist

trh, 73 = 2, (*nlab™n),

neN

= Z T(X?f]ab* Xn)

neN

= Z T(ab").

neN

3.1.9 Lemma (Nichtexistenz endlichdimensionaler Moduln)
Ist A unendlichdimensional mit einer unitédren Orthonormalbasis fijrdo sind alle pro-
jektiven Hilbert:A-Moduln unendlichdimensionale Vektorraume.

Beweis Ist & ein projektiver HilbertA-Modul, so ist& ein direkter Summand eines freien
ModulsH ® A fir einen geeigneten Hilbertrauirh, und wir kénnem 3:118 anwenden. [
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3.2 Spektraltheorie

3.2.1 Lemma (Spektralprojektionen)

Sei D ein selbstadjungierterA-elliptischer Operator und,A2 e R\sped, A1 < A2. Dann
ist die zugehorige Spektralprojekt®Ry, 1,) A-kompakt. Ist &P e £1(&,tr) firt > 0,
so sind die Spektralprojektionen in dey-Spurklasse.

Beweis

Reduktion auf D = 0 Ist spe® =R, so ist nichts zu zeigen. Sei aldg € R\ sped. Wir
zeigen, dal’ wir fir den Beweis dét-KompaktheitD > 0 voraussetzen kénnen. Sei
dazu

D’ := f(D) mit
f(X) :=x—2Ap fir x e R.

Dann ist 0¢ sped’. Setzen wilg(x) := (1+x%)~1, so wird

(1+D'? =g f(D)

= g(D)b(D) mit
_9°f®

© g

1+ (x=29)?

T 1+x2

b(x)

Da b stetig und beschrankt ist, is{D) € L#(E). Ist D A-elliptisch, alsog(D)
Ka(E), so folgtg(D)b(D) € K4(E), d. h. D’ ist A-elliptisch. Bezeichnen wir die
Spektralprojektionen voB’ mit P’, so ist offenbaP’ (1) = P(A + Ap), so dal? es genugt,
P" auf A-Kompaktheit zu untersuchen.

Schliel3lich setzen wiD”” := |D’|. Dann istD”” schon nach DefinitiotA-elliptisch,
nach Konstruktion positiv und nach Voraussetzung strikt positiv weggrsied’.
Bezeichnen wir die Spektralprojektionen vbff wiederum mitP”’, so ist

P”(A) = 1~ )(D”)
= (Lceonyol-1)(D)
=1(D)
=P

4Wie fiir Hilbertraumoperatoren heifRt ein Hilbertmoduloperator selbstadjungiert, wenn er adjungierbar ist
und mit seinem Adjungierten Ubereinstimmt.
SIstAy, A0 € R\sped, s0 istP, 1,1 = Pagasl = Pagay-
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Daher wird fir O< 11 < Ao

(I/{l,/lzl =P"(A2) -P"(A1)
= R0~ Pl
= Rla -0t o)
Nach Voraussetzung ist®sped’ und daheFy .\, F_, o) € La(E), so dal
Phunal = Pz Ploes) € Ka(E) und (3.21)
Pl = Pl Pl-c0) € Ka(E) (3.22)

ist, fallsR}, \,; € Ka() ist. Istd1 < 0 < A2, so schreiben wir

’ D ’
Pasazl = Paso) T FRoaz

und wenden[(3.2)) und (3.22) an. Es gentgt dahd?,” auf A-Kompaktheit zu un-
tersuchen.

A-Kompaktheit Wir zeigen nun, dald sich jede Spektralprojekti®n 1,] zu A1,42 € R\
sped durch den stetigen Funktionalkalkiil a8s= (1+D?)~1 ableiten 1aRt und somit
selbst iMK#(8) liegt. Dazu beachten wir, de®* = D? + 1 dicht definiert D regulér),
selbstadjungiert und nach unten durch 1 beschrénkt ist. Daher exiéBert- 1 und
ist positiv und selbstadjungiert. Nach dem Spektralabbildungssatz ist

zespecVS1l-1o (Z+1)7Lespes
& ze sped.

Daher existiert fur alle in der Resolventenmenge vénder Operator
-1
R, := (z— VSi- 1) .
Da die Funktion

A (z— Va-i- 1)_1

stetig und beschréankt ist auf jeder abgeschlossenen Meng#? di®~1 nicht enthalt,

ist R; fur alleze C\ sped in der vonS erzeugterC*-Algebra und damit inK#(&),
ist alsoA-kompakt. Da

1
Pagag) = %SédeZ

ist fir einen geeigneten geschlossenen WeagC \ sped mit Windungszahl 1, der
CNR ={Aq,A2} erflillt, ist By, 1,1 in der von allerR; erzeugterC*-Algebra.
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SpurklasseneigenschaftSei nunet®® in der trT-SpurkIassﬁ Wegen

A2
Pl = dP(1)

1

Noap? [ ct-ag?
Set(z—l)f ety
A

1
2 2
< de-1p) f ety
R

— d(2-11)?-tD*D

erben dann die Spektralprojektionen die Spurklasseneigenschaftt%n

Ist A ein isolierter Eigenwert, so i} := Pa_s1+¢ fur gentigend kleines die Projektion
auf den Eigenraum zui, unabhangig vosm. P, erfiillt dann die Voraussetzungen vion 312.1,
und wir kdnnen nach der Dimension des Eigenraumes fragen:

3.2.2 Theorem (isolierte Eigenwerte)

IstA ein isolierter Eigenwert eines selbstadjungiert@relliptischen Operators D, so ist der
zugehdrige Eigenraumyiein (algebraisch) endlich erzeugter projektiver Hilbefi-Modul,
und die Projektion Pist A-endlich. Ist etP% in dertr,-Spurklasse, so auch Rd.h. B hat
endlicher-Dimensiortr; Py.

Erfullen &, A die Voraussetzungen vbn 311.9 auf Seife 30, so hainendliche Hilbertdi-
mensiortr P, fir jeden isolierten Eigenwent von D. Insbesondere hat D nur wesentliches
Spektrum.

Beweis P, ist als Spektralprojektion eines selbstadjungierten Operators selbstadﬁ]mgiert
und nach3.Z]11A-kompakt. Damit ist der Eigenraui, als Bild des abgeschlossenen,
adjungierbaren Projekton8, ein abgeschlossener, komplementierbafeModul. Weil

Pug, =1 A-kompakt ist, mufE, schon algebraisch endlich erzeugt und projektiv sein, da
algebraisch endlich erzeug#® Moduln E genau diejenigen mit unitalef{#(E) und au-
Berdem automatisch projektiv sind (siehe z/B. Wegge-Olsen/) 1993, Theorem 15.4.2 und
Korollar 15.4.8).

IstetD® ¢ L%(S,trr), S0 auchP, nach 3211, und wir kénnen unter den geeigneten Voraus-

setzungef 3.1.9 anwenden.
Die wesentliche Idee in folgendem Beweis geht auf Sunada (1992) zuriick:

3.2.3 Theorem (Bandstruktur)

Ka(E) habe die Kadisoneigenschaft bezuglich(siehd 1.3.3 auf Seité 6). Dann hat das
Spektrum jedes selbstadjungiertd@relliptischen Operators D mitéP* e L};((S,trr) Band-
struktur.

SWir setzen nun nicht mehr Positivitat vhvoraus.
"Dadurch spielen die Schwierigkeiten, denen man bei der Indextheorie fiir nichtselbstadjugierte Operatoren
in Hilbertmoduln begegnet, hier keine Rolle.
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Beweis Seiena=210<...<Ap=beR\sped, so dal¥ ., #0furO<i=<n-1, sodal
also spe® mindestens Komponenten irja, b] hat. Dann ist

n-1
Pab = D, Pt
i=0

und damit

n-1
tre Pag = D tre Py il
i=0
> NCK.

1
S ns —1tr:Bap,
Ck

da alle hier auftretenden Projektionen nach 8.2.1 in deBpurklasse liegen.

Istck =0, so ist 3.2.8 nicht anwendbar, stattdessen scheint die Ausbildung von Spektren mit
der Struktur einer Cantormerﬁgmdglich. Die Untersuchung von Beispielen zeigt, dal? das
Offnen dieser erlaubten Liicken von der genauen Struktur der jeweiligen Operatoren abhangt
und nur schwer zu kontrollieren ist. Um generische Resultate zu erhalten, missen wir sicher
stellen, daf3 nicht nuk = 0 ist, sondern dal3 die Spur auf ,sehr vielen“ Projektionen beliebig
klein wird. Aus der Arbeit Choi & Ellioit/(1990) tilbernehmen wir

3.2.4 Theorem (Cantorspektrum)

SeiA eine C-Algebra mit einem treuen Zustadd Jedes selbstadjungierte Element sei
beliebig gut approximierbar durch ein Element mit endlichem Spektrum, das so gewahlt
werden kann, daf auf dessen minimalen Spektralprojektionen einen beliebig kleinen Wert
annimmt. Dann sind die selbstadjungierten Elemente mit Cantorspektrum dicht in allen
selbstadjungierten.

Beweis Seix € Asy, € > 0. Wir konstruieren eine Folge von selbstadjungierten Approxi-
mierendenxn)ney Mit endlichem Spektrum und positive reelle Folgemnen, (On)neny Mit
folgenden Eigenschaften:

1. Ist||xn—VYI| < dn, SO ist das mittlere Drittel (mit Mittelpunlgh ;) jeder spektralen Liicke
von Xy in einer spektralen Liicke vonenthalten.

2. Ist zusatzlich|x, — yl| < &n, SO ist

P(Rs, 50011 < % fur allei.

8 Eine CantormengX c Y in einem topologischen Raui ist eine nirgends dichte (der Abschluf hat
leeres Inneres) Menge ohne isolierte Punkte.
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Schliel3lich werden wir zeigen, dalR der Grenzwestvon (Xn)nen €Xistiert,x approximiert
und Cantorspektrum hat.

Konstruktion von xz: Wahlex; € Asa mit endlichem Spektrumjx —x1|| < &/2 und® <
1/2 auf den minimalen Spektralprojektionen. Wir definieréa 8ls den kleinsten
Abstand zwischen zwei Punkten von sgedsty € Asa mit endlichem Spektrum, so
daB||xy — V|| < 1, sd ist das mittlere Drittel jeder spektralen Licke vonenthalten
in einer spektralen Licke vop Nach Voraussetzung ist(Pys, ; s, ;,,1(X1)) < 1/2 flr
allei. Wegen der Stetigkeit voh gibt es eine; > 0, so dalRb(Rs, ; s, ,41(Y) < 1/2 ist,
falls auch nochix; —y|| < &1.

Wir wahlen nun gemal den Voraussetzungen eine Approximeati@As, vonx; mit
endlichem Spektrum undt < 1/4 auf den minimalen Spektralprojektionen (vi)
derart, dai3

[IX1 — X2l = min{61/2,€1/2, £/4}

ist. Dann ist das mittlere Drittel jeder spektralen Licke vgrenthalten in einer
spektralen Llcke VoR, ®(Pys, ; s,;,11(X2)) < 1/2 und®(Rys,; s,,;,,1(X2)) < 1/4.

Konstruktion von xn: Wir definieren 3,-1 durch den kleinsten Abstand zwischen zwei
Punkten von speg.-1. Isty € Asa mit endlichem Spektrum so gewahlt, digf3_1 —
yll = min2="Ds, | 1 < m < n}, so folgt|xm— VYl < ém flir 1 < m < n. Daher ist fir
jedes solchen das mittlere Drittel jeder spektralen Licke vag enthalten in einer
spektralen Licke vory. Nach Konstruktion ist(Rs, ; s, .11 (Xm) < 1/m flr alle i
und fur 1< m <n. Wie oben gibt es wegen der Stetigkeit v@rein g5 > 0, so dal}
P(Fs, i sni 1Y) < I/mist, falls auch nochixm—yll < en fir L<m<n.

Wir wéhlen also eine Approximatiog, € Asa VON X,—1 Mit endlichem Spektrum und
® < 1/2n auf den minimalen Spektralprojektionen (vey) derart, daid

Xn-1—Xnll < min{2= Vg, 270 Dg 27N 11 <m<n)
ist. Nach dem Teleskopreihenprinzip ist dann
[[Xm = Xnl| = MIN{Om, Em,€/2} firL<m<n,
so dal{xn)nen die eingangs beschriebenen Eigenschaften hat.

Approximation durch X.: (Xn)nen iSt offenbar eine Cachyfolge. Der Grenzwert sei mit
X~ bezeichnet. Aus der Konstruktion der Folge ergibt sich

[IX—Xx|l < £ und
[[Xm — Xool| < MiN{Om, em,€/2} fir L<m<n.

Daher ist jedes mittlere Drittel einer spektralen Liicke ¥grenthalten in einer spek-
tralen Lucke VoK, und®(Pys,; sn1,11(%)) < 1/mflr jedesi undm.

9Aus|ix, — Y|l = ¢1 folgt, daR der Hausdorffabstand der beiden Spektra nicht groRér ists
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X hat Cantorspektrum: Wir nehmen an, dal3 sprg keine Cantormenge ist. Dann hat
spec, einen relativ zu speg, inneren Punki, d. h. A besitzt eine in speg, offene
UmgebundJ. Wir wahlen eine stetige Funktiohauf spex,, mitO<f <1,f(A)=1
und f =0 auf dem Komplementvadd. Dann istf (X, ) € Asa\ 0 und dahed(f (X)) #

0, da® nach Voraussetzung treu ist.

Andererseits gibt es fur jedes e N zwei aufeinanderfolgende spektrale Liicken von
Xm, dieU umrahmen, d.h. es gibt eimit (Sm i, Sn,i+1) 2 U 2 A. Nach Konstruktion

ist dann
f(Xeo) < P[Sm,hsm,i+l]
= O(f (X)) = P(Psysmval)
<1/m
fur allem, also®(f (X)) = 0 im Widerspruch zu (X») # 0.

Die in[3.2.4 auftretenden Operatoren haben insbesondere reellen Rang 0, d.h. die invertier-
baren selbstadjungierbaren Elemente liegen dicht in allen selbstadjungierten:

3.2.5 Definition und Hilfssatz (reeller Rang)
SeiA eine unitale C-Algebra. Derreelle Rang vonA ist definiert durch

RR(A) = minfm e No | Yn=m+1 RRa(A)}, wobei (3.2.3)

n n
RR(A) = (Vxeag, Ve>0 Jyem, D, Y6 € AN || (Vi —X0)?

< s> (3.24)

Fur alle ne Ny gilt RRy(A) > RR,.1(A). Folgende Bedingungen sind aquivalent:
1. RRA)=0
2. A, C Asadicht
3. Die selbstadjungierten Elemente mit endlichem Spektrum sind dighin

Wir sagen, dal3A reellen Rang 0 mit infinitesimalem Zustanéat (RRIlp), falls A die
Voraussetzungen von 3.2.4 auf Seite 34 erfillt.

Beweis

RRn(A) = RRp41(A): Seix e AR undX = (xq,...,%) € AL, Dann gibt es nach Vor-
aussetzung eipe A7, so dal

n
> Ve AN

k=1

n
> —x% < e.

k=1
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Furallek=1,...,n+1giltx¢ = 0, undXR_; 2 > 0. Wir setzery := (Yi,...

Dann ist

n+1 n

IREDNT
k=1 k=1
n
=y V>0
k=1
n+1

= ) Ve e A
k=1

und schlielich

n+1

> (Y= %) <eg
k=1

n
> (Fc— %02
k=1

=[2 nach Definition.

2= wegen RRB(A) = RR,1(A) fur allen e Np.

19”1 Xn+1)

=2 Seixe Asa &> 0. Dann gibt ey e Asa mit endlichem Spektrulf, so dafx—yi| <
g/2 ist. Isty invertierbar, so sind wir fertig, andernfalls wéhlen wir éir 0, so daf}

speg/N Bs(0) = {0} ist. Dann isty := y+ % min{s, €}l invertierbar, und

V=X < |ly=x|l+&/2< .

2=>[3: Seix e Asa. Wir zeigen zunachst, dald sighapproximieren |alt durch ein selbst-

adjungiertes Element mit endlich vielen Lucken. Wir wahlen dazu eine reelle Folge

(S)ieny Mit paarweise verschiedenen Elementen, die dicht im Intejrv8H||, ||X]|] ist.

Wir setzenx; := x und wahlen induktiy, € A3, so dafl

(X = Snl) = Ynll < 27 "minfe, &1, ... ,en-1}, wobei
g = dist{0,spegy;} > 0,

day; invertierbar ist, und definieren

Xn+1 : = Yn+Snll.

insbesondere liegt jeder Punkt des Spektrums diskret im Spektrum.
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Dann ist nach Konstruktion

[[Xn4+1 = Xnll < 2‘”min{g £1,...,&n-1}

= [Xne1—XI| < ZIIX.+1 Xill
i=1
n

< Z 2 min{e,eq, ... ,8i-1}
i=1
<min{g,&q,...,&n-1}.

Weiterhin ist speg,,1 = S + Spegp, und
daher istB,,(sh) in der Resolventenmen-
7 ge vonx,. Die Approximationsrate ist ge-
rade so gewahlt, dal} diese Licken in je-
dem Schritt (bei moglicher Verkleinerung)
7 offen bleiben. Wir konstruieren nun zu je-
dem x,.1 eine Approximation mit endli-
chem Spektrum. Dazu ordnen wir bei fe-
stemn die 5,1 < i < n aufsteigend an als
§ <...< § und setzew, := maxS,1 —S | 1 <i<n}. Wir definieren eine stetige,
monoton wachsende Funktidp durch

fn() 1= 5, falls A € (§,§.1) N SPetn.1,
" stetigm.w. sonst

so dal¥y,1 := fn(Xn+1) € Asaist. fn komprimiert das Spektrum zwischen zwei Liicken
auf einen Punkt. Mit den Spektralprojektionen
Pi = P5 5,,(%n+1),0 < i < n, wobei
S = —IXn+all - 1,
Sie1 = [Xnsall + 1,

die alle zu Intervallen mit Endpunkten in der Resolventenmenge gehdren, also selbst
in A liegen, gilt dann

_i 5 +S+1

Daher ist speg,.1 C {% |0<i=< n}, und mit der Spektralsch&(1) von x,,1 gilt

1zt = Xosall = f A= fa)I PV

< 20n|[Xn+1ll
= ||Zne1 = Xl < 20nXn1ll + €.
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Dadn — 0 flrn - oo und||xn+1|| beschrankt ist, kdnnen wir die Approximation belie-
big gut machen.

3.2.6 Bemerkung (Kadisoneigenschaft un&Rlp)

1. Kadisoneigenschaft und Eigensch@Rlp schliel3en sich gegenseitig aus, da erstere
die Existenz von Projektionen mit beliebig kleinem Zustand verbietet, letztere aber
erfordert.

2. C*-AlgebrenA mit RRp kbnnen aber Operatoren mit Bandstruktur enthaltenAlst
eine irrationale Rotationsalgebra, so fanhach[B.4.R2 auf Seife_1D0 die Eigenschaft
RRb. A enthalt aber eine Unteralgebra, die isomorphCz8h) ist und daher aus-
schlief3lich aus Operatoren mit Bandspektrum besteht.

3. Umgekehrt kann ein€*-AlgebraA mit Kadisoneigenschaft kein selbstadjungiertes
Element mit Cantorspektrum enthalten: Hat Asy Cantorspektrum, so ist jeder
Punkt von spex ein Haufungspunkt von sp&eind vonR \ spec, so dafkim Wider-
spruch zu Theorein_3.2.3 kein Bandspektrum hat.

4. HatA; die Kadisoneigenschaft uné, die EigenschafRRb, so hatA := A & A2
offenbar keine der beiden Eigenschaften.

3.2.7 Bemerkung (reeller Rang und Dimension)

1. Ist A kommutativ, alsaA = C(X) fur einen topologischen RauiX, so ist RRA) =
dimX fir die Ubliche Dimensionsdefinition.

2. C*-Algebren mit reellem Rang 0 sind also (nichtkommutative) O-dimensionale R&au-
me. Darunter fallen nattrlich auch endliche diskrete Raume. Die Spurbedingung
in38.2.4 auf Seite 34 schlief3t jedoch endliche Raume aus: Nach dem Satz von Riesz-
Kakutani ist jeder Zustand a{(X) gegeben durch das Integral beztiglich eines nor-
mierten MalReg, d.h.d(f) = f f du undu(X) = 1. Ein solcher Zustand ist treu genau
dann, wenn jede offene Menge strikt positives Mal} hat. Die Spurbedingung erzwingt
dann, dalX Zusammenhangskomponenten mit beliebig kleinem Mal3 hat.

3. JedeN*-Algebra hat reellen Rang 0, da sich mit dem mel3baren Funktionalkalkil ein
Spektralpunkt beliebig nahe ,ausschneiden® laft.

4. Die Eigenschaft RRbleibt unter induktiven Limites erhalten, insbesonderefia
K reellen Rang 0, falls R@A) = 0 ist.

3.2.8 Theorem (Cantorspektrum)

Ka(E) habe reellen Rang 0 mit infinitesimalem Zustand. Dann I&R3t sich jeder selbstadjun-
gierte A-elliptische Operator im Normresolventensinn approximieren durch einen selbstad-
jungierten Operator mit Cantorspektrum.

Beweis [3.2.4 auf Seite 34 O
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3.3 Beispiele

In diesem Abschnitt stellen wir verschiedene Beispiele fur abstrakediptische Operato-
ren zusammen. Wir legen hier nur auf die zugrundeliegenden Strukturen Wert, fur analyti-
sche Details wird auf die Literatur und die folgenden Kapitel verwiesen.

3.3.1 Beispiel (verallgemeinerte Harperoperatoren)

Sunadal(1994) definiert magnetische Schrddingeroperatoren auf Graphen: S¥ielazu
zusammenhangender, lokal endlicher Grapleine C*-wertige Abbildung (ein Gewicht)
auf den orientierten Kantea(X), o,t: E(X) —» X die Anfangs- und Endpunktabbildungen.
Ein symmetrischer Operator alf{X) wird dann definiert durch

HH= Y x@ft©)
ecE(X)
o(e)=x

fur f e 12(X). Zwei Gewichtey1, x> heiRenkohomolog falls es eine Funktios: X — St
gibt mit

so(e))
s(t(e)

X1(€) = x2(€)

fur ee E(X).

Weiterhin gebe es eine Gruppemit eigentlich unstetiger, freier Aktion adf, so dal3

der Quotientengraph endlich ist Punkte). Ein Gewicht heif3teichinvariant, falls y*y
kohomolog zuy ist firr alley e . y definiert dann einen Kozyklu® e Z(I',S"), so daR

H, mit den getwisteten Rechtstranslationen (siehe B.2 auf Selite 93) vertauscht. | Sunada
konstruiert einen injektiven *-Homomorphismus

Ci(I',0) ® M(n,C) - End12(X)),

in dessen BilH, liegt. Andererseits ist
AB®M(N,C) = Ka(ASC"

fir den Hilbert:A-Modul A ® C", der sich als Tensorprodukt aus dem trivialen Modul

A =CH(T,0) und dem Hilberte-Modul C" ergibt. Wie in[3.2.B schliet Sunada auf Band-
struktur.
Alle spektralen Charakterisierungen dieses Kapitels sind anwendbar, sof€rrrAligebra

C/(I',®) ® M(n,C) die jeweiligen Voraussetzungen erfullt.

Den gewohnlichen Harperoperator erhalt marE(X) = I' = Z2 und einen geeigneten Gra-
phenX mit Koordinationszahl 4, den hexagonalen Harperoperator und das Quantenpendel
fur Graphen mit Koordinationszahl 6 bzw. 8. Die aufteten@&émlgebren sind Rotations-
algebren, so daf fur rationalen Fluf3 Bandstruktur vorliegt, fur irrationalen Fluf3 schwache
Generizitat von Cantorspektrum.
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3.3.2 Beispiel (eichperiodische elliptische Operatoren)

Im nachsten Kapitel werden wir uns mit eichperiodischen elliptischen Operatoren befassen.
In diesem Fall wirdA eine getwistete Gruppenalgebra (Linkstranslationen) sein und der
Hilbertmodul ein Tensorprodul& = A ® H mit einem HilbertrauntH, so dal3K#(E) ~
AQK(H) ist.

3.3.3 Beispiel (elliptische Operatoren auf Hilbertmodulbiindeln)

MisCenko & Fomenko erweitern in ihrer Arbeit von 1980 den lblichen Begriff des Index
eines Operators, indem sie HilbertrAume durch Hilbertmoduln ersetzen: SeiAlaru
neC*-Algebra,M eine kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit ua@in Bindel tbeM

von HilbertzA-Moduln (einHilbertmodulbindel). Man kann dann wie gewohnt Sobo-
levnormen definieren, die nun allerdings von eingélSkalarprodukt herrihren. So erhéalt
man eine Skala von Sobolev-Hilbeft-Moduln, fir die sogar das Sobolevlemma gilt. An
die Stelle der Ublichen Pseudodifferentialoperatoren, deren Koeffizienten Vektorraumen-
domorphismen sind, tretefl-Pseudodifferentialoperatoren mit Koeffizienten im Bindel
La(E) := Uxem La(Ex). Sie wirken mit den Ublichen Eigenschaften zwischen den Sobolev-
Hilbertmoduln. Symbole vorA-Pseudodifferentialoperatoren werden durch Schnitte in
L4(E) repréasentiert. Ein elliptischer Operator schlie3lich besitzt wie im skalaren Fall
automatisch eineA-kompakte Resolvente und ist danfitelliptisch im Sinne von_3.1]1.
Daruberhinaus sind elliptische Operator@r-redholm und besitzen daher einen Index in
Ko(A).

Einen Spezialfall stellen die periodischen elliptischen Operatoren dar: SeXdeine rie-
mannsche Mannigfaltigkeit mit eigentlich unstetiger, isometrischer, kokompakter Aktion
einer Gruppd” undD ein I'-periodischer Operator wie In 4.4.4 := I'\X. Weiterhin sejp

die rechtsregulare Darstelldﬁb/on I' auf A := C;(I'). Dann istX x, A ein A-Blindel Gber

M, auf demD operiert. Aul3erdem trag# die Struktur eines trivialen Hilbet®#-Moduls.

Ist D elliptisch, so bestimmb einen elliptischen Operator aXfx, A.

Dies istauch der Fall, in dem die allgemeine Theorielvorceiko & Fomenko Anwendung
findet fur die Novikovvermutung: Der Index Ky(A) ist homotopieinvariant, so dal? die ka-
nonische Paarung nit%(A) eine Homotopieinvariante ergibt. Allerdings ist die Indexpaa-
rung, die die hoheren Signaturen in der Novikovvermutung liefert, zunachst eine Paarung
mit Ko(A) mit A= RT fur die AlgebraR der Matrizen mit schnell abfallenden Koeffizienten.
Fur beschrankte Kozykel ist diese Paarung.duffortsetzbar. Um die Novikovvermutung

zu zeigen, genugt es also, wenn jeder Kozyklus einen beschrankten Reprasentanten hat.

3.3.4 Beispiel (abstrakte elliptische Operatoren)

Der Begriff eines elliptischen Operatdbsauf einem Vektorraumbiind&l GiberX &Rt sich
bekanntlich abstrakt in der Sprache cﬂ@r‘l’heori@ fassen:H = L%(E) ist ein HilbertC-
Modul, der eine DarstellungderC*-AlgebraC.,(X) durch punktweise Multiplikation tragt.

Die rechtsregulare Darstellung wird tiblicherweise auf dem Vektor@DmC;(I") oder dem Hilbertraum
|2(') > C#(I') betrachtetC; (') ist aber offensichtlich selbst elfvinvarianter Unterraum.
2Wir beriicksichtigen hier der Einfachheit halber keine Graduierung.
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Ist D ein Pseudodifferentialoperator der Ordnung 0, so definigten, D) ein Element in
Ell(Co(X)) = Ell(C(X),C) und damit inKO(Coo(X)) = KK(C,(X),C). Ist C(X) unital,
also X kompakt, so folgt aus der Definition (sieche BI3.3 auf 96), Dd®dmpakte

Resolvente hat (weger(l) =1) Fiur eineC*-Algebra:A kann man daher ElA) = Ell(A,C)
als die Menge der abstrakten elliptischen Operatoren ansehen.

Die KasparowG,8)-Moduln Ellg ¢ o(A,C) sind daher als abstrakte eichperiodische Opera-
toren aufzufassen. [n B.3.5 auf Séite 99 hatten wir eine Abbildung

jep o Ellgy o(A,C) - EN(A Xy G,C Xidg C)
(E,¢,F) = (EXiqpG,9,F)

konstruiert. jc ¢ ¢ liefert uns also aus einem abstrakten elliptischen eichperiodischen Ope-
ratorF auf einem Hilbertraum einen abstrakten elliptischen OpeRauf einem Hilbert-
C*(G,0)-Modul. Ist A xqe G unital (z. B. A unital undG diskret), also ein kompakter
nichtkommutativer Raum, so folgt wiederum, dal€*(G,6)-elliptisch ist.

Hierfur reicht auch, da# x, ¢» G Moritaaquivalent ist zu einer kompakten nichtkommuta-
tiven Geometrie im Sinne van Connes (1994). Z@eéiAlgebrens,C heil3en Moritaaqui-
valent, wenn es eine voII@\Hilbert-B-Modul & gibt, so dal¥(g(&E) = C ist. Betrachten wir

die Situation der eichperiodischen elliptischen OperatorerCmit C,(E) X, ¢ I, SO heildt
Moritadquivalenz zuB := C(M) (M := I'\X) gerade Existenz eines Hilbe&Z{M)-Moduls

& mit Kcawy(E) = C, d. h. Existenz eines stetigen Feldes von Hilbertraumen Mhates-

sen Endomorphismenfeld isomorph @ust. In Anhandg C.2 auf Seife 103 schildern wir
die Dixmier-Douady-Invariante als topologische Obstruktion fur die Existenz eines solchen
Feldes.

138 heiRt voll, wenn{(x|y) | x,y € &} total in B ist.



Kapitel 4

Eichperiodische elliptische Operatoren

In diesem Kapitel beschreiben wir eichperiodische elliptische Differentialoperatoren als
konkrete Unterklasse der abstrakten eichperiodischen elliptischen Operatoren aus Kapitel
[3, wenden die entsprechenden Resultate an und geben Beispiele.
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4.1 Grundlegende Definitionen und Folgerungen

4.1.1 Definition und Hilfssatz (_2-Schnitte)

(X, g sei eine glatte, orientierbare riemannsche Mannigfaltigk&tF) ein hermiteschés
Vektorraumbiindel Gber X. Auf den glatten Schnitten in E mit kompaktem Trgoe),C
definiert

CEE)XCZ(E) 3 (s1,%) = (S192)1 2E) ::LhE(sl(x),sQ(x))dvolx(x)eC (4.1.2)

ein Skalarprodukt. Die Vervollstandigung vog* &) bezuglich-|-) 2g, sei mit L2(E) be-

zeichnet. Im Falle des trivialen Bundels=EX x C mit konstanter Fasermetrik schreibt man
L2(X x C) = L%(X).

4.1.2 Definition und Hilfssatz (minimaler Abschluf3)

(F,hF) sei ein weiteres hermitesches Vektorraumbiindel un€®(E) » C®(F) ein Dif-
ferentialoperator. Betrachtet man D auf dem Definitionsbereixi) := C°(E), so wird
D zu einem abschlieBbaren, unbeschrankten Operatof(E)L Der AbschluR wird miD
bezeichnet.

Beweis Als Differentialoperator isD transponierbar, d. h. es gibt einen Differentialopera-
tor DT : C®(F) - C®(E), so daR fiir alles; € CX(E), s € CX(F) gilt:

(Ds1|S2)2) = (51|D7%2), 5, (4.1-2)
Sei nun(sy)neny € D(D) mit rI]im s =0, nIim Ds, =y e L%F). Dann ist fiir allese CX(F)

19 = (lim Dsis) ,

= r|]i_[1;lo<DSn|S>L2(F)
= lim (sn|DTs>

N—oo

L2%(E)
= <Iim sn‘ DTS>

N—oo

LXE)
=0,

1Im Einklang mit der (iblichen Konvention fiir Hilbertmoduln und der Konvention in der mathematischen
Physik fur Hilbertrdume fordern wir auch fur eine hermitesche Metrik komplexe Linearitat im rechten und
Antilinearitat im linken Eintrag.
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somit istD abschlieRbar.
Im folgenden werden wir stets = E annehmen.

4.1.3 Definition und Hilfssatz (Aktion auf Funktionen)
Seil eine Gruppe, die auiX, g isometrisch von links operiert. Dann definiert

I'xC®(X) > (y, f) » y*f,
yif X o x f(y ) (4.1:3)

eine Linksaktion voir auf C*(X), die auf l2(X) eine unitére Linksaktion induziert. Faflt
many auf als Abbildung %> X, so isty* = (y~1)" mit der tiblichen Definition des Riickzugs
(pull back)®* f := f o ® flr ® € C*(X, X).

Die Aktion heil3frei, wenn fir xe X,y € I gilt: yx=x= vy =e. Die Aktion hei3¢igentlich
unstetig wenn fir jedes kompakte&X gilt: Die Menge{y e T' | KNyK # @} ist kompaIE.

Der Quotient M:=T'\X einer freien eigentlich unstetigen Aktion ist eine glatte riemannsche
Mannigfaltigkeit.

Die Aktion heil3kokompakt wenn M kompakt ist.

Beweis Firyi,y2eT',xe X, f e C*(X) gilt:

(¥3v5H0 = (5 1) (y1X)
= f(y2'y1'%)
= f((y172) ')
= ((yry2* )0

Davy e I" isometrisch bzglg auf X operiert, wirdy* zu einer Isometrie bzg{:|-) aufL%E).
Wegen(y bz = (y2)~1ist y= auch invertierbar.

Wir setzen im folgenden die Existenz einer freien, eigentlich unstetigen, kokompakten Ak-
tion einer diskreten, abelschen Grugdpeoraus.

4.1.4 Definition und Hilfssatz (eichperiodischer Operator)
Es gebe ein@rojektive DarstellungJ vonT in den unitaren Operatorefi/(L2(E)) in dem
Sinne, dal3

Yy12eT o yecx, s Uy, Uy, = O(y1,72)Uyy,. (4.1:4)
U sei ein (projektiver) Lift def-Aktion auf C°(X), d. h.

Vgece0) YseL2e) Vyer Uy(@9) = (750)Uy(9). (4.1.5)
Dariiberhinaus sei U glatty,<r U,(C®(E) N L%E)) c C*(E). Dann ist U, y-lokal, d. h.

Vsec=(E) SUPRU,S) C ySupps, (4.1-6)

’Die beschriebene Menge ist also endlich, falidiskret ist.
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und bildet den Definitionsbereich(D) von D in sich ab. D heil¥ichperiodisch falls auf
D(D) gilt:

Yyer [Uy,D] =0 (4.17)

Beweis Seix € X\supps. Da supgs abgeschlossen ist, gibt es eine UmgebGng X von
xunde € CZ(X) mit ¢|O = 1, ¢|sups = 0. Dann ist(1 - ¢)s = sund damit auch

Uys = Uy (e ‘P)S)

= (1—’)’£(,0)U),S
=0 aufyO.
DaU auBerdem glatt ist, bildet &°(E) in sich ab.
4.1.5 Hilfssatz (Kozykluseigenschatt)
® erfullt die Kozyklusbedingung
Yy1y20ser Or1,72)0(y1y2,¥3) = O(y1,72y3)y1[O(y2,73)] (4.1:8)

Beweis Dies folgt aus der Assoziativitét,, (U,,U,,) = (U,,U,,)U,, und der Projektivitats-
bedingung[(4.14):

Uy (Uy,Uys) = Uy O(y2,¥3)Uy 05
=y110(y2,73)1Uy, U,y
= O(y1,72y3)71[0(r2,¥3) Uy 7215
Uy Uy )Uys = O(y1,¥2)Uy1y,Uy5
= 0O(y1,72)0(y1Y2,¥3)Uy1y,y3

4.1.6 Bemerkung (exakter Kozyklus und Darstellung)
® definiert daher eine Klasse in der Gruppenkohomoldtfd, C(X,S")) (siehe[B.1 auf
Seit€ 90). Exakte 2-Kozykel sind von der Form

00,y = ey o )lotry)™ (4.1:9)
mit einem 1-Kozykeb- und definieren eine echte Darstellung fodurch
U, = o(y)"*U,, (4.1:10)

die ebenfalls miD vertauscht, falls der Kozyklus konstantire X ist. Wir nehmen oBdA
an, da®® normiertist, d. h®(e,e = 1 (sieché B.111 auf Seife PO).
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4.1.7 Hilfssatz (Bundelmorphismen)
U definiert eine Familie u von Vektorraumbtindelisomorphismen auf E, die nicht strikt sind:
U, : Ex = E,x. uist ein ,projektiver Lift* der I'-Aktion von X auf E, d.h.

Yy1yzel Uy Uy, = O(Y1,72)Uy1y, (4.1-11)
mit dem gleichen Kozykl@ wie U. U wird von u induziert via
U,9(0 := Uysy 1x). (4.1:12)
Ist t ein Lift derI-Aktion von X auf E und T die entsprechende Aktion
(T,9) = t,(y1x) (4.1:13)

auf C*(X), so lassen sich u und U darstellen als-unt und U= MT, wobei m eine Familie
strikter Vektorraumbtindelisomorphismen ist.

Beweis Seive Ex. Wir wahlens e C*(E) mit S(x) = v und setzens$(v) := (U,(s)) (yX) €
Eyx. Iste € C®(X), ¢(x) = 1, so folgt

WS(V) = F50) () (Uy(9) (7%)

_ W, (4.114)

d.h. ui(v) hangt nur vom Wert voeim Punktx ab;swird daher in der Notation unterdrickt.
Die Morphismuseigenschatft ergibt sich aus der tlec;)nund(uy)‘1 =U,-1.

uinduziertU per constructionem.

Gibt es einen (echten) Lift so wirdm:= ut~! der gewiinschte strikte Morphismus:

4.1.8 Bemerkung (Lift der Aktion) .
Ist ® exakt undi die Familie von Vektorraumbtindelisomorphismen, die¢Jzaug 4.1.6 auf
der gegenlberliegenden Seite gehort, sa &n echter Lift del™-Aktion von X aufE.
4.1.9 Hilfssatz (Eigenschaften des Kozyklus)

1' vyel“ ®(71 e) = ®(e17) = 1

2. Vyer O,y H =00y 1,y)
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Beweis

1. Setzt man in[(4:B) y; := y3 := €, so folgt®(y1,6) = ©(e,8. y1:=7y2 = € ergibt
O(e,y3) = 0(e, 8.

2. Setzt maryz := 51, so folgt®(y1,y2)0(y1y2,¥52) = ©(e,80(y2,y55), Mityy == y,1
schlieBlich®(y;1,72) = O(y2,73Y).

4.2 Hilbertraumoperatoren

Wie in (Bruning & Sunada, 1992/1996) kann man eine Parametrix fur einen elliptischen
eichperiodischen Operatbrkonstruieren:

4.2.1 Lemma (Parametrix)
Ein elliptischer eichperiodischer Operator besitzt eine fastlokale Parametrix.

Beweis Sei® ein Fundamentalberei@liir die I-Aktion auf X und U, eine relativ kom-

pakte Umgebung vorD in X. Dann gibt es eine ParametriX von D tiberU,, so daR

PD =1+ SaufCg(Uz) mit einem Glattungsoperat& DaSundP fastlokal gewahlt werden
kénnen in dem Sinne, daf3 sie mit einem in einer beliebig kleinen Umgebung der Diagonale
getragenen Integralkern konstruiert werden kdnnen, gibt es offene Mélgdnmit

DcUgcUgcUicU;cU,
derart, daf
P(CZ (El.gy))NCE o) = 0= S(CF (Elg)) N CZ W0

Seip € C(Uo),¢ = 0, mit 3, y*¢ = 1. Dies lat sich wegen der Eigentlichkeit der
Aktion immer erreichen, indem man eine Funktion mit geeignetem Trager wahlt und ent-
sprechend normiert. Es gilt dagi®D = ¢+ ¢SaufC*(Up), und die verschachtelten Umge-
bungen sind gerade so gewahlt, dalRgRrundeSaulierhalb vok, durch 0 glatt fortsetzen
kénnen.

SchlieRlich definierQ := 3, .- U,oPU; eine globale Parametrix fi@, da

QD= ) U,¢PDU;
yell

= ), Uyp(l+ 99U
yel

= Z ¥y el +UypSU;
yell

=1+T

3Gemeint ist ein offener Fundamentalbereich, ddmnyD = @ fiir y # eund Uyer yD = X.
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mit Ty := 3,erU,pSU;. Nach Konstruktion sind und Q fastlokal, da sie aus jeweils

nur ,entlang der Diagonale* verschobenen fastlokalen Operatoren aufgebaut sifdistind
glattend als lokal endliche Summe glattender eigentlich getragener Operatoren. Eigentlich
getragen (properly supported) heil3t hier:Kge C*°(EXE™*) der Integralkern vosund sind

pri, : Xx X - X die Projektionen auf den ersten und zweiten Faktor, so singl|qpxs
eigentliche Abbildungen. Iste C°(E), so istTisfolglich durch eine lokal endliche Summe
definiert. Daher sind die Summen stark konvergent®?dend S als Pseudodifferentialope-
ratoren negativer Ordnung beschrénkt la%(fEle) sind.

Wie ublich sieht man, da® auch eine Rechtsparametrix ist, so da@Q =1+ T, ist mit

einem Glattungsoperatds.

Fir folgende Beweisidee siehe z. 3. (Atiyah, 1976).

4.2.2 Korollar (wesentliche Selbstadjungiertheit)
Jeder symmetrische elliptische eichperiodische Operator D ist wesentlich selbstadjungiert

auf & (E).

Beweis Seisye D(D*) = {we L2(E) | DgistW € L%(E)}, wobeiDyis; den durch den Differen-
tialoperatorD auf den distributiven Schnitten definierten Operator bezeichnet. Wir haben
dann zu zeigen, dafy € D(D) ist.

Glatten DaD(D)=Cg(E) dichtin L2(E) ist, kdnnen wir eine Folgerj)jen € D(D) wahlen
mit lim .. Vj = D*sp = v. Wir setzen danmw; := Qvj, j e N. DaQ ein eigentlich
getragener Pseudodifferentialoperator istwist C°(E), j € N. DaQ beschrankt ist,
konvergiert diese Folge, und es gilt

lim wj = QDs = s + Taso,

]—)oo
lim Dwj = lim (vj + Tavj) = v+ Tow.
J—>o0 J—>o0
Dies zeigt, dals + Tiso € 1)(5) ist. Es bleibt also zu zeigen, dal= T15 € 1)(5)
ist. DaT; glattend und fast lokal ist, iste C*(E)NL%(E), so daR wir im kompakten
Fall fertig waren.

Abschneiden Wir benutzen eine Abschneidefunktignwvie im Beweis von Lemma 4.2.1.
Weiterhin z&hlen wil" ab, so daf}" = U {yi} ist, und setzen
ieN

N
oN = DY,

i=1

so dafy(sy := ¢nS)Neny € C(E) in L2(E) gegens konvergiert. Wir haben nun noch
Dsy - D*sfur N - oo zu zeigen. Dazu wahlen wir eine zweite Abschneidefunktion
Y e CZ(X) mit ylsupp, = 1. Wegen der Elliptizitat void gibt es eine nur voD unde
abhangende Konstan®; so dal flir jedew € C*(E) gilt:

ID@@W)|IZ < C(Ilywil® + [lyDwil?)
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Firw :=U,sfolgt dann

ID(y* @91l = U, D((r* )91l
= IDU, (Y 9)9)II?
= ID(eU,9)|1?
< C(IlyU, s+ lyDU,sl?)
=C(Ily*ysll® + lly"yDwi?)

wegen der Unitaritat vob,, so dafd schlief3lich
IDs—Dsnl® <C 3 (llyjusi® +ly;uDwi?)
>N
séf (1s?+1Dsf?) dvolx
XN
mit C := Csup Y ly*¢|? und Xy := qu suppy*y. Beide Summen sind wegen der
>

yell
Eigentlichkeit defd-Aktion endlich.

Ist nunK c X kompakt, so schneidét nur endlich viele Mengen der Form supgiy.
Waéhlen wirN groR genug, so ist dahkrn Xy = (. DasundDsin L%(E) sind, heift
dies, dal3

f (1s?+|Dsi?) dvolx < &
XN

ist fur gentigend groRRe. Folglich ist
IDs—Dswll? < Ce,

so dalse 1)(5) ist.

Ebenso analog zu (Brining & Sunada, 1892996) kann man den Warmeleitungskern
konstruieren:

4.2.3 Theorem (Warmeleitungskern)

Sei D ein symmetrischer, nach unten beschrénkter elliptischer eichperiodischer Operator
der Ordnung p > d= dimX. Dann besitzt 8P fiir t > 0 einen glatten Integralkernx, y) €
Ex®Ej, so dafd

IKi(x, Y| < Cit~¥Pexp(-Codist(x, y)P/(P-Di=2/(P-1)) (4.2:1)

mit G, C, > 0, gleichmalig auf0, T] x X x X.
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Beweisskizze

1. Uber jeder lokal kompakten, zusammenh&angenden, offenen Menge kann man auf-
grund der Elliptizitat vorD eine Approximatioriy fur e P mit RestR; := (d; + D)pR
konstruieren.

2. Wie oben liften wirk; undR; vermittelsU, zu beschrankten OperatorBrundR; auf
L%(E), so dafR; = (d; + D)R ist.

3. Die Neumannreihg:2,(-1))(T I Ry, liefert dann den Warmeleitungsoperaof®,
wobei(T % R)g = T; und(T 1+ R), = fol('f' *I Ry_yR,duist.

4.3 Hilbertmoduloperatoren

Analog zu (Briining & Sunada, 198Pkonstruieren wir zuerst eine Zerlegung VoHE).
Dazu wahlen wir einen Fundamentalbere®tfir die I'-Aktion, setzenH = L2(E|y) und
definieren eine unitére Abbildung durch

®:LAE) > 13T, H) ~ 12N @H,
O(9)(y) = (U (9)lp.

Furf e %) ® H ist dann

(@U, 0" F)(y) = (UyU, 0" Dl
=0, 7) Uy, @ Hlp
=0, y)( @D f)(yy)

CI N 2116%%!

00, VR T(Y)

mit der RechtstranslatioR, .
Wir definieren daher versuchsweise e@j¢l’, ®)-Aktion auf L2(E) durch

RO(9) = Uy(9)

fur se L2(E). Dabei hangt der Kozyklu® allerdings im allgemeinen noch vere X ab, so

daR wir gezwungen sind, unsere Eichtranslationen innerhalE@orS") x, ¢4 I' zu suchen.
DieseC*-Algebra hat zwar interessante strukturelle Eigenschaften, ist im Hinblick auf die
Anwendung der Spektraltheorie des vorigen Abschnitts allerdings ungeeignet{ (siehe C.2.8
auf Seité¢_105).

Ist ® periodisch, so kdnnen wir auf X trivial operieren lassen. Wir erhalten dann ein
Feld von getwisteten Gruppenalgeb@iI',0x),x e M tUberM. Auch dieses Feld ist im
allgemeinen noch ,zu grof3“.
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Wir fordern daher im folgenden, daf? der Kozyklus konstamténX ist, so daf’ wir es noch
nur mit der getwisteten Gruppenalgeyal’, ®) zu tun haben. Bemerken wir nun, d&@")

der GNS-Darstellungsraum vaA := C/(I',®) bezuglich der kanonischen Spur ist (siehe
[B.2.3 auf Seit€ 94) und dad() c C/(I',®) c I4T) ist, so liegt es nahe, den HilbeA-
Linksmodufl & := H ® A zu betrachten, so dd®(E) der Hilbert-GNS-Darstellungsraum
von & wird. Bei der Definition des Skalarprodukts lassen wir uns vom kommutativen Fall
leiten (sieh&2.2]11 auf Seltel21).

4.3.1 Lemma (Pra-Hilbert-A-Linksmodul)
Durch

G1lS)e = ), (Uyslst) o, R) (4.31)
yell

fur s1, 9 € Co(E) wird auf G(E) eine Pra-HilbertA-Linksmodulstruktur definiert, die unter
® mit der Tensor-HilbertA-Linksmodulstruktur voiH ® A Ubereinstimmt.

Beweis Fur f1, fo € H, a1, ap € A ist nach Definition
(@ ® f1laz ® f2) qo9 = (f2l 1)y @15,

da ein Hilbert€-Linksmodul ein Hilbertraum mit vertauschtem Skalarprodukt ist. Fur
s1,% € Co(E) ist dann, wenn wib -1 mit ©(y,y HR? identifizieren,

(@I AaeH = D, (6 @VESDN)|6y @ VSR)Y)) 4op
vy’ el

= 3 (@00, 00100 Ly )R (R

vy’ el

D)) (s, O L RELRD
Uy lo|Us0)ln),, 00 1100 Ly )R,
Uyy 2| (Uys0lp),, 01700 L 77 )R

<
<
<

vy el
<
(UUys)lo| (U781)|D>(H 0(y,Y)0(y 1,900, 7)")@
(U, o] UysDln),,, RO

vy el

= F<Uy'52|51>|_z(E) R,
y'e

so dafR die Strukturen tibereinstimfien

“Die Aktion ist natiirlicherweise als Linksaktion gegeben, da sie durch Endomorphismen auf einem Vek-
torraum definiert ist.

SDa wir 53,5 mit kompaktem Trager vorausgesetzt haben und dd dé¥xtion eigentlich ist, sind die
auftretenden Summen lokal endlich.
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4.3.2 Lemma (Hilbert-A-Linksmodul)
Die Vervollstandigung des Pra-Hilberfi-Linksmoduls @E) ist isomorph z& = H ® A.
Die GNS-Darstellung vo& beziiglich der kanonischen Spuauf A ist isomorph zu ¥E).

Beweis Nach [4.37) ist furs e Cc(E)

ISI2 = 1<S9)s
= (9912,

so daf die Vervollstandigung vax(E) bezuglich|| - || in derjenigen bezuglich - | 2g),
also inL%(E) enthalten ist. Offensichtlich i€€(E) dicht in &.

Das Skalarprodukt in der GNS-Darstellung beziiglcherechnet sich fiis;,s € Cc(E)
geman

(S1192)r = 7({2[S1)e)

- T(Z (Uysi]2) 2, R(;)]

yell

= ZF<U781|SQ>|_2(E)T(/~)(67))
ve

=(s192) 2 -
DaC.(E) c & c L) dicht ist, folgt, daR der GNS-Darstellungsraum gerafl€) ist. [

4.3.3 Lemma (A-kompakte Operatoren)
Die A-kompakten Operatoren aéfsind gegeben durch

Ka(E) ~ AP K. (4.32)

Hierbei sindX die kompakten Operatoren a#f = L%(E|p) und A°P ist die von den mif
getwisteten Linkstranslationen erzeugte&lgebra G (T",6)".

Beweis Zunéachst gilt fir Tensorprodukte von Hilbertlinksmoduln allgemein

Ka(AQH) =~ Ka(A) ® 7(@(7{)
~ APQRK.

NachB.Z.B un@B.214 auf Seffe]95 ist dann schlieRBET, )°P ~ C (I, 0)".

GemaR unseren allgemeinen Uberlegungen in Kapitel 3 definieren wir eine Spundtr
identifizieren beschrankte Moduloperatorenfg (&) mit ihren Bildern in£(L%(E)) unter
der treuen Darstellung bezlglich

Wie in (Brining & Sunada, 19%2|1996) zeigt man unter Benutzung von Theoiem 4.2.3
auf Seité 5D:
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4.3.4 Theorem (eichperiodische Operatoren)
Sei D ein symmetrischer eichperiodischer elliptischer Operator. Dann ist die Resolvente
vonD A-kompakt, und db% st tr.-Spurklasse.

4.3.5 Theorem (eichperiodische Moduloperatoren)

Sei D ein symmetrischer eichperiodischer elliptischer Operator. Dann definiert D giren
elliptischen Operator T, so dal3 die Resolventen®amdT (unter der GNS-Darstellung)
Ubereinstimmen.

Beweis Wir setzenD(T) := D(D) = CZ(E). Dann istD(T) c & dicht, wir setzerT := D
als Operatoren auf den Vektorrdumen.
T ist adjungierbar, d® symmetrisch und eichperiodisch ist: FEirs, € C°(E) ist

(s1IDsp)g = D <U751|DS’2>|_2(E) RL;
yell

= Z <DU731|82>|_2(E) Ri

yel

= Z <U7D51|82>|_2(E) Ri

yel
=(Dsi|s)s -

SchlieRlich ist ra(l + D*D) schon dicht irL2(E), daD wesentlich selbstadjungiert ist; daher
ist T regular. O

4.4 Spezialfalle

4.4.1 Beispiel (periodischer elliptischer Operator)
Ein eichperiodischer Operator hei¢riodisch, falls der zugehdrige Kozyklu® = 1 ist.
In[6.2 auf Seité 72 beschaftigen wir uns mit der Spektraltheorie dieser Beispielklasse.

4.4.2 Beispiel (magnetischer Schrodingeroperatorer)

In Abschnitt[5.1 werden wir sehen, daR der magnetische Schrédingeroperator zu einem
Magnetfeldb € Q2(X),db= 0,[2b] € H%(X,Z), gegeben ist durch einen (symmetrischen
elliptischen) Bochner-Laplace-Operator auf einem hermiteschen LinienbiidbelrX. In
Abschnit 5.4 zeigen wir, daf? dieser Operator bei periodischem Magnetfeld unter der Vor-
aussetzun# (X, S) = 0 eichperiodisch ist mit méglicherweise nichtkonstantem Kozyklus.

Ist b exakt, so kann ein konstanter Kozyklus gewahlt werden. Ist der magnetische Flul3 ganz-
zahlig bw € H2(M, 2)), so ist der Operator periodisch. Gibt es ein periodisches Potantial

fur b =da, so ist der Operator strikt periodisch und der magnetische Fluf3 O.



Kapitel 5

Quantisierung mit Magnetfeld

In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit einer wichtigen Klasse von Beispielen von eich-
periodischen Operatoren, die aus der Physik kommt. Diese ,magnetischen Schrédingerope-
ratoren” ergeben sich bei der Quantisierung klassischer Systeme. ,Quantisierung” ist hier
keine Abbildung eines klassischen auf ein quantenmechanisches System, sondern eine Re-
lation zwischen beiden. Wir beschreiben einen Begriff von Aquivalenz von Quantisierungen
(5.1) und stellen dar, wie alle Klassen von Quantisierungen eines Systems tber einem kom-
pakten Ortsraum als ,Fasern“ der eindeutigen Quantisierung eines geeigneten Systems tber
einem nichtkompakten Ortsraum auftretenl(5.2[und 5.3). Parallel dazu beschaftigen wir uns
mit der Quantisierung mit periodischem Magnetfdld |(5.3), die schlieRlich zu eichperiodi-
schen elliptischen Operatoren fuhrt (5.4).

Fir eine ausfuhrliche Darstellung der geometrischen Quantisierung sei auf das entsprechen-
de Buch von Woodhouse (1991) verwiesen, fur die garbentheoretischen Aspekte dabei auf
die ersten Kapitel der Monographie vion Brylinski (1993). Asch, Over & Seiler zeigen in ih-

rer Arbeit von 1994 den Zusammenhang zwischen Quantisierungsklassen und Fasern eines
direkten Integrals fir den 2-Torus.

5.1 Aquivalenzklassen von Quantisierungen . . . . . . . ..o 56
5.1.1  Bemerkung: minimale Kopplung . . . . . . . ..o 56
5.1.2 Definition: Quantisierung mit Magnetfeld . . . . . . . . . . ... ... ... 57

5.1.3 Bemerkung: Selbstadiungiertheit ........................ 58
5.1.4 Bemerkung: Aguivalenzklassen von Linienb'uddeln .............. 58
5.1.5 Bemerkung: ganzzahlige de-Rham-Klasse . . . . . ... ........... 59
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5.1 Aguivalenzklassen von Quantisierungen

5.1.1 Bemerkung (minimale Kopplung)

Bei der Einbeziehung der Lorentzkraft, die in den Newtongleichungen der klassischen Me-
chanik mit Magnetfeld € C*(TR?) ~ Q?(R3) (,axiale Vektorfelder") auftritt, in den For-
malismus der Lagrange- oder Hamiltonmechanik wird man mit der Notwendigkeit oder
zumindest Niitzlichkeit der Einfiihrung eines VektorpotentiatsC®(TR?) ~ Q1(R3) (,po-

lare Vektorfelder®) konfrontiert, so da@= dais@. Eine Hamiltonfunktiorh € C*(TR?3)

wird ersetzt durchhy: (x, p) = h(x, p—ga(x)) (elektrische Ladung), die Hamiltonfunk-

tion mit minimaler Kopplung . Fuhrt man dies fir ein freies Teilcheh(X, p) = %lplz,

Massem) aus, so erhalt maha(x, p) = 5-|p— ga()|?, wasHa = %(?V—a)z als Hamil-

tonoperator in der quantenmechanischen Beschreibung nahelegt, wdbai Gradienten

pist divergenzirei, i.e. geschlossen;d(R3) = 0 ist, istb exakt
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aufR® bezeichnet.V — za kann als Zusammenhang auf dem trivialen komplexen Linien-

bindelR3 x C aufgefalt werden. Dabei ist besonders zu vermerken, daR die Kriimmung
cur\V — +a) = tda= 1b ist, wenn wir die Lie-Algebra voiJ (1) mit R geeignet identifi-
zieren (v - v e R). Versucht man, &hnlich im Fall eines nichtexakten Magnetfeldes (auf
einer MannigfaltigkeitM mit nichttrivialem Hole(M)) zu verfahren, so kann man im all-
gemeinen nur lokale Vektorpotentiale und Zusammenhange auf lokal trivialen komplexen
Linienbindeln finden. Wenn alles ,schén zusammenpal3t®, dann erhalten wir einen globa-
len Zusammenhang auf einem (globalen) komplexen Linienbindel mit KrUm%rhn@ies
motiviert Definition5.1.2.

Eine andere Betrachtungsweiselflir 5.1.2 ergibt sich aus Sicht der geometrischen Quantisie-
rung. Sie beruht auf der Beobachtung, dal3 Hamiltonsche Mechanik mit (geschlossenem)
Magnetfeldb € Q%(M) auch ohne Verwendung eines magnetischen Vektorpotentials formu-
liert werden kann, wenn man eine ,geladene” symplektische kgymw+b aufN := T*M
benutzt, wobeiv die kanonische symplektische Form dutM undb der Ruckzugr*b von
bvonM nachT*M mit der Projektiont: T*M — M auf den Basispunkt ist. Eine Praquanti-
sierung dieses Systems ist ein hermitesches LinienbiindleérT*M mit Zusammenhang
(kovarianter AbleitunglV, so dalRzcurMV)=wp. Eine Quantisierung ist eine Praquanti-
sierung zusammen mit einer komplexen PolarisBt@von N. Da unsere symplektische
Mannigfaltigkeit ein Kotangentialblindel ist, gibt es eine kanonische Polarisation, gegeben
durch die Faserung Gb&t mit FaserTyM,x e M, die vertikale Polarisierung. Genauer:

Die entsprechende Distribution igb = (kerTx) . Polarisierte Schnitte ib beztglich die-

ser Polarisierung kdnnen aufgefalst werden als Schnitte eines komplexen Linienldiindels
UberM mit 7*L = L. Solch einL existiert, da die Fasern van T*M — M zusammenziehbar
sind;L kann zum Beispiel als Rlickzug mittels des Nullschnitt$ iM konstruiert werden.
Schlief3lich induzier¥ einen ZusammenhangaufL mit Krimmungb.

Im folgenden wéhlen wir Einheiten mit= 1,q=1,2m= 1.

5.1.2 Definition (Quantisierung mit Magnetfeld)

Sei (M, g) eine orientierbare riemannsche MannigfaltigkeitebN?(M) eine geschlosse-

ne, reellwertige 2-Form (daslagnetfeld. Eine Quantisierungder Teilchenbewegung auf
(M, g) unter dem Einflul3 des Magnetfeldes b ist ein hermitesches Linienbindel Gber M mit
Zusammenhang-,h,V), so dal3curvV) = b. Der magnetische Schrddingeroperatast
definiert durch demochner-Laplace-Operator

HYY := vV mit DefinitionsbereictD(H"") = C3(L) (5.1:1)

2 Eine komplexe Polarisierung abf= T*M ist eine komplexe Distribution (d.h. eine Fami{R)xen VONn
komplexen Unterrdumen des komplexifizierten Tangentialra'DN&s die lokal durch glatte Rahmen definier-
bar ist) mit folgenden Eigenschaften:

1. Jedes ist lagrangesch bezuglich der komplexifizierten symplektischen Struktur.
2. dimPNPNTN ist konstant auN.

3. Pistintegrabel, d.h. abgeschlossen unter der Bildung von Lieklammern.
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im Hilbertraum L%(L) der quadratintegrierbaren Schnitte von L, der definiert ist durch g
und h. Hier istV" der zuV formal adjungierte Differentialoperator.

5.1.3 Bemerkung (Selbstadjungiertheit)
DaH%Y symmetrisch und nach unten beschrankt (durch 0) istileihe kanonische selbst-
adjungierte Erweiterung, die Friedrichserweiteruﬁn,bv. Dies ist der selbstadjungierte
Operator, der assoziiert ist zum Abschlul® der symmetrischen Form

q(f,9 = (f,H"Yg) = (Vf,V,9
mit (Form-) DefinitionsbereiclR(q) = DHY).

5.1.4 Bemerkung (Aquivalenzklassen von Linienbiindeln)
SeiGy, die Garbe der Keime von glatten Funktionen Bumit Werten inG. Ein komplexes

LinienbindelL GberM ist definiert durch eineéech-Kozyklus(gaB) S Zl(M,C_XM). Wahlt
man eine Kokette ,5) € C1(M,Cyy) mit exp 2rl,g = Gog, SO istsl € Z2(M, Zy)= Z2(M, Z),

wobeid daséech-KodiffererltiaI ist. Andere Wahléherfullenl’ -1 e él(M,Z), so dal¥l
unddl’ die gleiche Klasse it2(M, Z) definieren, und die Abbildung

j: HYM,C) - H2(M, Z),g 6l
ist wohldefiniert.

Jeder Linienbiindelisomorphismus vgmachg’ korrespondiert mit eine€ech-Kokette

(fa) € COM,C¥y), 0’ = gof. )
H2(M,Z) parametrisiert gerade die Menge der Aquivalenzlassen von komplexen Linien-
bindeln: Die kurze exakte Sequenz von Garben

211
0—Z — Cy 22, %)y — 0 (5.1:2)

induziert folgende lange exakte Sequenz in@ech-KohomoIog@
0—HM,Zy) —HM,Cy) —HM,C)—

SHYM, Zy) —HLM,Cy) —HIM, %)
| |
HY(M,z) 0 (5.1:3)
LH2M, 2,) —HAM,Cy) —
| |
H2(M,Z) 0

Daher istH'(M,C%,,) 1 H*1(M,2) furr i = 1, und der verbindende Homomorphismjist
gerade die oben beschriebene Abbildung. Die Klassd3tM,Z), die L charakterisiert,
heil3terste Chernklasseci(L) vonL.

SEine feine Garbe ist azyklisch.
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Ein hermitesches Linienbundgl, h) ist definiert durchig.s) € Zl(M,VS_lM), ein Isomorphis-
mus hermitescher Linienbindel (i.e. eine Isometrie) duifgh e CO(M,glM), g =gof.
Mittels der kurzen exakten Sequenz

2
0—Z— Ry gslM —0 (5.14)

und der entsprechenden langen exakten Sequenz iGesdr Kohomologie bekommt man

wie vorherHi(M,SM) 4 H*1(M, ) firri = 1, wobeij wiederum von der Abbildunge 'cz’fjl'
auf den Koketten kommit.

Schliel3lich sei noch daran erinnert, dafl3 die von den Koeffizientengruppen induzierte Grup-
penstruktur voH (M, C*,,) undH(M, S',) gerade dem Tensorprodukt von Linienbiindeln
entspricht.

5.1.5 Bemerkung (ganzzahlige de-Rham-Klasse)
Die kurze exakte Sequenz von Gruppen

07 5REP*, &0 (5.15)

induziert eine lange exakte Sequenz von Kohomologiegruppen

0 —HM,2) “%HOM,R) —HOM, SH—
N
0
SHIM,2) 2O 1M, R) —HIM, SH—
2 (5.1-6)
0

Lz 2 %2 R) —

Eine de-Rham-Klasse heig@anzzahlig wenn sie im Bild vorH*(i) liegt.

5.1.6 Bemerkung (Krimmung und Chernklasse)

Fur ein Linienbindel mit Zusammenhang ¢ilt(i)(cy(L)) = [—— curvV)] nach der anfangs
erwahnten IdentifizierungiR ~R. Dies a3t sich zum Beisplel durch den Zugang uber die
Deligne-Kohomologie mit Koeffizienten iR(2) := (2m)?R sehen (siehe Brylinski, 1993,
Kap. 1 fur die nétigen Begriffe): Sei = 6('%9’) e Z2(M, Z) wie in[5.1.2 auf der anderen
Seite ein Reprasentant vof(L) fur eine Wahl von Logarithmen Igg. Dies definiert einen
Kozyklus inZZ(M,[R(Z)g’) durch(—(2m)?u, —2m1logg,—2ra), und nach einem Satz tiber die
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DeIigne-KohomoIogiegruppehdlvp(M,[R(p)‘,go) (a.a.0., Lemma 1.5.4) ist(2m)°H*(i)([u]) =
—2n[da) € H%(M,R) unter denmCech-de-Rham-lsomorphismus.
Aus diesem Zusammenhang von Krimmung und Chernklasse folgt unmittelbar

5.1.7 Theorem (Existenz von Quantisierungen)
Ein System mit Magnetfe{t¥l, g, b) ist quantisierbar genau dann, wenn die de-Rham-Klasse
von 2b ganzzahlig ist.

5.1.8 Definition (Aquivalenz von Quantisierungen)
Zwei Quantisierunge(L, h,V)und(L’, ', V") heiRerdquivalent falls es einen hermiteschen
Linienbiindelisomorphismus: L — L’ gibt, der die Zusammenhange vertauscht:

Vseco) Yxeco(Tm) PoVxs= Vx(@os) (5.1:7)

5.1.9 Bemerkung (unitare Aquivalenz)
Sind(L,h,V) und(L’,h", V") zwei via® aquivalente Quantisierungen, so definiert

Ug : L2(L) - LAL),
S UgpS:=Pos

eine unitare Abbildung, so dal3
UpHSY = HYV U

ist.

5.1.10 Bemerkung (lokale Form der Umeichung)
Wir wahlen eine Kokettef € C°(M, S',,) als Représentant fiir den Isomorphisnduson
oben, i.ey!, o®oyp, ™ = idy x f,, und Kozykel(g, a und(g’, &) fiir (L,h,V) und(L’,, V")

beziglich Bundelkarteq, : Ly, » Uy xC undg,,: L'|y, » Uy X C. Seie, = 0o (-, 1) der
Schnitt vonL|y,, der zur Trivialisierunge,, Slu, = Sv€, gehort; die Ubergangsfunktionen
sind idv XQap = o o @~ L. Weiterhin ist

Oy =@l ooy oy odt
= (idw x fa) o0 0",
idv xgls = 9o o
= (idm X fa) o g 0 @ Lodo Lo (idy x 51
= idw x(faQep ™)

= (gaf)aﬁa
S, €= Po(Sy&). (5.1:8)
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In dieser Notation liest sich (5.7) wie folgt:

fo(d5:(X) —180(X))€e = (AF,(X) — 15,8, (X))€,, (5.1.9)
und
& = ¢, (D)
= ®og, o (idm x o) (-, 1)
= f ldog,
und daher
S = fos
wegen [(5.18).
SHE, = Po (&)
Somit wird [5.29) zu
fo(d5(X) — 180 (X)& = (fod%(X) + 2d fo(X) —1fes@, (X)),
also

(@, —a,) = f,1df, = dlogf,. (5.1:10)

5.1.11 Bemerkung (2-Term-Komplex)
Die ,zweite Halfte" der Bedingung fiir den Deligne-Kozyklus in Bemerkung 5.1.6 auf Sei-
te[59, also-i(da)es = —dloggd,g, lalt sich auch in Form eines 2-Term-Garbenkomplexes

KO:=8,
K:= lzdlog (5.1-11)
Kl :Q—lM

darstellen, wobef2!,, die Garbe der (reellen) 1-Formen adfbezeichnet(g,—a) definiert

dann einen Kozyklus und damit eine Klasse in der Hyperkohomolagisl, K) vonK; in
(Brylinski, 11993, Kapitel 2) wird gezeigt, dal3 diese Klasse unabh&ngig von der Wahl des
Linienbindel-Kozyklugy,z und der Zusammenhangsformgnist und die Isomorphieklas-

sen von Linienbldndeln mit Zusammenhangen parametrisiert:

5.1.12 Theorem (Quantisierungsklassen)

Die Menge der Isomorphieklassen von hermiteschen Linienbiindeln mit Zusammenhé&ngen
Uber einer gegebenen riemannschen Mannigfaltigkeit M ist gerade die Hyperkohomologie-
gruppe H(M, K) des Garbenkomplexes &.1-11)).
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Da wir aber nach Quantisierungen fir ein vorgegebenes Magnetfeld suchen, beschaftigen
wir uns hier ausfuhrlicher mit den entsprechenden Isomorphieklassen firlfestdsestes
b:

5.1.13 Theorem (Quantisierungsklassen bei festem Linienblndel)

Sei(M, g,b ein quantisierbares System mit Magnetfeld und L ein komplexes Linienbtndel
uber M mit H(i) (cy(L)) = [—%b]. Dann ist die Menge der Aquivalenzklassen von Quanti-
sierungen(L, h,V) von(M, g, b) fiir festegL, h) gerade H(M,R)/H1(M, 2).

Beweis Die Menge der hermiteschen Zusammenhange ist parametrisiert dligieh, da

sich zwei hermitesche Zusammenhange um eine imaginare 1-Rgramterscheiden. We-

gen curyV) = curV —m) = curvV) + dny ist dn = 0, daher is; = dk, flr einen geeigneten
Bundelatlas und, € C%(M,R). Zwei QuantisierungerL,h,V) und(L,h,V’ = V +m) sind
aquivalent genau dann, wenn es einen hermiteschen Linienblindelisomorphismus gibt mit

(@, —a,) = f,1df,

nach [5.110). Daher isty = & —a = —idlog f. Mit dem Bockstein-Homomorphismjs=
g0 Izo,r—% : HOM, Sty) - H1(M, Z) gilt andererseits

g =gsf =g of =1= j(f) e H'(M,2),
und umgekehrt gibt es solch efrgenau dann, wenmganzzahlig ist, d. h. die Sequenz
0- HYM,2) > HY(M,R) - Q19%Mm)/ ~- 0

ist exakt, wobei zwei geschlossene 1-Formem. aquivalent () heil3en, wenn die Zu-
sammenhang® — 1 undV — 2 quivalent sind. O

5.1.14 Definition (Jacobitorus)
J(M) := HY(M,R)/H(M, Z) heiRRtJacobitorusvon M. Die Metrik auf M induziert durch

n,w) = f )
M

eine Metrik auf H(M,R) und auf H(M, Z). J(M) tragt die Quotiententopologie.

5.1.15 Definition (flache Linienbindel)
Ein Linienbiindel heiRtiach, wenn es einen Biindelatlas mit lokal konstanten Ubergangs-
funktionen gibt.

5.1.16 Lemma (Klassen von flachen Linienbindeln)
Die Gruppe (bzgl. Tensorprodukt) der Klassen von flachen Linienbindeln Gber einer Man-
nigfaltigkeit M ist isomorph zu HM, Sh).



5.2 Zusammenhange 63

Beweis Flache Linienbindel sind genau die lokal konstanten Linienbtindel. Deswegen
ist ein Linienbiindelkozyklus ei@ech-1-Kozyklus mit Werten in den lokal konstant&n
wertigen FunktionenCech-Korander sind genau Isomorphismen flacher Linienbiindel, so
daR die Menge der Klassen flacher Linienbiindel mit der Menge der Klassebeamn1-
Kozykeln korrespondiert. Schlief3lich ist der Kozyklus eines Tensorprodukts das Produkt
der Kozyklen der Faktoren.

5.1.17 Theorem (Quantisierungsklassen)
Fur eine riemannsche Mannigfaltigkeh, g) mit quantisierbarem Magnetfeld b korrespon-
diert die Menge der Aquivalenzklassen von QuantisieruiggnV) mit HX(M, Sb).

Beweis FUr eine feste WahL 1, h1, V1) einer Quantisierung ist jede weitere Quantisierung
(Lo, ho, Vo) modulo Aquivalenz gegeben durch

(Lo,p, Vo) >~ (L1 ®L12,m ®h12, Vi @I ,, +11; ® V1) mit
Lio=L]®Lo,
hio=h;®hy,
Vi2=V1- Ry, +[|Li ® Vo.

Daher gibt die Charakterisierung flacher Linienbtindel nach 5.1.16 auf der anderen Seite die
Menge der Quantisierungsklassen. O

5.2 Zusammenhange

Wir identifizieren nun den Jacobitorus mit der Zusammenhangskomponente der Eins in der
Gruppe der eindimensionalen unitaren Darstellungen der Fundamentalgrupide von

5.2.1 Lemma (Jacobitorus)
HY(M,R)/H M, Z) = (m1 (M), (5.2:1)

Beweis Fur jede parakompakte Mannigfaltigkeit ist:= Hi(M, Z) die Abelisierung von
I' :=r1(M), somit folgtH =T". Wie inlKatsuda & Sunada (1987) definieren wir eine Abbil-
dung

Ql’geSChl(M) SWP Y€ H
5.2.2
Xo(y) = eXIO(Zm f w) 522
c(y)

flr einen geschlossenen Weg), der die Klasses reprasentiert. Verschiedene Reprasen-
tanten ergeben dasselbe Integralwdgeschlossen ist. Auf exakten Formen verschwindet
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das Integral Gber einen geschlossenen Weg, daher erhalten wir eine wohldefinierte Abbil-
dung

HYM,R) 3 [w] + xu € H. (5.2:3)

Wegeny»(y)xw (¥) = Yw+w(y) it diese Abbildung ein Gruppenhomomorphismus, im Kern
sind gerade die (Klassen von) geschlossenen 1-Foam&n diefcw ganzzahlig ist fur alle
geschlossenen Wegealso gerade die (Klassen von) ganzzahligen 1-Formen.

Die Zuordnung([(5.2) ist stetig fur jedes und definiert daher eine stetige Abbildung nach
H. DaHYM,R) als Vektorraum zusammenhé&ngend ist, ist der Bildbereich Won3).2
zusammenhéngend und enthalt den trivialen Charakter als Bild der Nullklassg5.2.1]

5.2.2 Lemma (Torsionstorus)
Der Isomorphismus

(M) =~ HYM, sh (5.24)

ist geometrisch realisierbar durch die Assoziierung flacher Linienbindel:

x F =|\7|><XC (5.2.5)

Beweis Die Gleichheit selbst folgt schon aus dem universellen Koeffiziententheorem (siehe
z.B. [Bott & Tu,[1995, Kapitel 15)

HiM, ShH = Hom(H1(M, Z), SH & Ext(Ho(M, Z), S,

da Ho(M, Z) frei ist (= Ext(Ho(M,Z),Sh) trivial) und 71(M) dieselben eindimensionalen
Darstellungen besitzt wie seine AbelisierudgM, Z).

H1(M, S ist nacH5.1.16 auf Seife62 die Menge der Klassen flacher Linienbiindel beziig-
lich ,flacher Aquivalenz®. Andererseits sind flache Vektorraumbiindel bekanntlicherweise
gerade die zu einer Darstellung der Fundamentalgruppe assoziierten. Flache Linienbtndel
entsprechen somit gerade den zu einer eindimensionalen Darstellung der Fundamentalgrup-
pe assoziierten Bindeln:

HYM,S") = {Mx, C |y € 17(M)}/ ~

Auf M X, C ist der naturliche flache Zusammenhang gegeben durch Einschrankung des

kanonischen Zusammenhargjdes trivialen Buindel# x C.

Umgekehrt erhalt man bei gegebenem flachem Linienbindel den Chayakteiick als
Holonomie des Zusammenhangs entlang geschlossener Hubarie Zusammenhangs-
formen unter flacher Aquivalenz invariant sind, liefert die Holonomie eine wohldefinierte
Abbildung vonH(M, S") nachz1(M), die offensichtlich eine Inverse der Abbildung ,Asso-
ziierung zuM* ist.

4Fir einen flachen Zusammenhang auf einem komplexen Linienbiirfiigt der Paralleltransport ent-
lang einer Kurve nur von der Homotopieklasse der Kurve ab und definiert daher eine unitare Dargtellung

vonmi(M). Der Paralleltransport liefert einen LinienbUndeIisomorphismusl\h X, C.
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5.2.3 Bemerkung (Torsionstorus)

Nach[5.2.1l auf Seife 63 ist der Jacobitorus ge(a@))o. Zerlegt mart” in einen freien
(endlich erzeugten) und einen (endlichen) Torsionsanteil, so sieht man, daf? die Charaktere
in (71(M)), gerade die auf dem Torsionsanteil verschwindenden sind. Der Abschnitt

HG) exp 2

1 .-
0— HIM,2) 2% Him R) P2 iy &

aus der exakten Sequenz (&)lzeigt, dal der Jacobitorus injektiviiht(M, St eingebettet

ist und selbst keine Torsionselemente enthalt. Dahétigy, St) die ,torsive Version“ des
Jacobitorus, was die Bezeichnung motiviert.

5.3 Periodische Magnetfelder

Wie in Kapitel[4 setzen wir nun die Existenz einer freien, isometrischen, eigentlich unsteti-
gen, kokompkaten Aktion einer diskreten Grugpauf der riemannschen Mannigfaltigkeit

X vorausM :=I'\X. Dariiberhinaus séie Q?(X) ein quantisierbares periodisches Magnet-
feld, also

db=0,
[%b] e H*(i)(H3(X,2)) c H*(X,R),
b = 7*by fiir einby € Q%(M),
wobei
. X->M

die Projektion ist. Dabei ist zu beachten, dél&M nicht automatisch ganzzahlig ist: Fuar
eine zweidimensionale Mannigfaltigkett bedeutet die Ganzzahligkeit vo};;bM gerade
die Ganzzahligkeit des magnetischen Flusﬁ)pm durch eine Elementarzelle des Gitters,
wogegenziﬂb selbst automatisch ganzzahlig ist, falls zHB(X,Z) = 0.

5.3.1 Theorem (periodischer magnetischer Schrédingeroperator)

Ist neben den obigen Voraussetzungen zusét%}ib;h ganzzahlig, so gibt es eine zugehori-
ge QuantisierungL, h,V) derart, dal3 der entsprechende magnetische Schrédingeroperator
HLY I'-periodisch ist.

Beweis Ist %bM ganzzahlig, so gibt es nach5.11.7 auf Seitie 60 ein hermitesches Linienbiin-
dell’ GberM mit Zusammenhany’, so dald curv’) = by. L’ undV’ lassen sich vermittels
mvonM nachX zurtckziehen zu einem Linienbindek 7*L’ GberX mit Zusammenhang

V und Krimmungdp. Die I'-Aktion auf X induziert eind’-Aktion aufL. Als Lift unter r ist

V automatisci-periodisch, da eine endliche Uberdeckung Mwegen der Eigentlichkeit

der I'-Aktion eine lokal endliche Uberdeckung vot mit I'-invarianten offenen Mengen
induziert und die Zusammenhangsformen einfach MonachX zuriickgezogen werden
konnen. O
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Ublicherweise wird man zu diesem Schrédingeroperator noch ein glattes, periodisches Po-
tential addieren. Der entstehende Operator ist periodisch und elliptisch, somit sind alle
entsprechenden Methoden anwendbar (diefe 6.2 auf[Seite 72). Insbesondéreé vgs-
sentlich selbstadjungiert. I5tabelsch, so haben wir dariiberhinaus die Blochzerlegung zur
Verfugung (cf[2.1 auf Seife 12):

5.3.2 Theorem (direktes Integral)
Fur abelscheg sind die Fasern vohi-Y gegeben durch

(H L,V) = HEY mit (5.31)
X
D(HPY)=C>(Ly) =C>L)™, (5.32)
L, =L ®F, (5.3-3)
H/\I/"V = HL’Vlcm(L)F,)( (534)
=HbVx, (5.35)
wobei

Mit anderen Worten: Jede Faser des magnetischen SchrédingeroperdtdristHein ma-
gnetischer Schrédingeroperator-"x.

Beweis Nach[Z.1.1b auf Seile 20 ist-V zerlegbar, und die Gleichungen (BI3-(5.34)
folgen unmittelbar. Gleichund (55) folgt fir y = 1 schon aus der Leibnizregel fir Zu-

sammenhénge, da dafp = M xC ist. Fur alley definiert [5.36)), wie wir im Beweis
von[5.Z.2 auf Seite 4 gesehen haben, einen Zusammenhang fur dig dhantakterisierte
Quantisierungsklasse ndch 5.1.17. Dariiberhinaus zeigt die konkrete Form, daf}

Vlcoo(L)F,)( = V/\/
ist, daV, nicht explizit vony abhangt. Somit folgt auch
H L’V|Coo(|_)r,)( = H LX’VX

und damit wegeri{5:4) die gewiinschte Gleichheit.

5.3.3 Korollar (Blochtheorie und Quantisierung)

Sei(M,g,b ein quantisierbares System mit Magnetfeld tber einer kompakten Mannigfal-
tigkeit M. Dann ist das entsprechende Systétng,b) auf der universellen Uberlagerung
eindeutig quantisierbar. |4t := 71(M) abelsch, so ist der magnetische Schrodingeroperator
HLY auf L2(M) zerlegbar tibel, und als Fasern treten genau die Aquivalenzklassen von
Quantisierungen votM, g, b) auf:

- ®
HLY = | HbeVedy (5.37)
m1(M)

~eindeutige Quantisierung obenz ,Summe Uber alle Quantisierungen unten*
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Beweis Das Sy§teml\7l,§,5) ist nach Konstruktion periodisch und quantisierbar. Da of-
fensichtlichH(M, Sh = {1} ist, ist die Quantisierung bis auf Aquivalenz eindeutig. Fur
abelsche$ kdnnen wil5.3.2 anwenden, woraus zusammei mit §.1.17 alles wie gewiinscht

folgt.

5.4 Eichperiodische magnetische Schrdodingeroperatoren

Wir bleiben in der Situation der auf dem quantisierbaren Magnetfelder wie in Abgchhitt 5.3
auf Seité 6b:

5.4.1 Beispiel (strikt periodischer magnetischer Schrédingeroperator)

Theoreni5.3]1 auf Seife 165 zeigt, dak zu einem periodischen Magnktelo?(X) mit
[%bM] € H3M, Z) eine Quantisierung-, h,V) existiert, die ein Lift einer geeigneten Quan-
tisierung(L’, ', V") von (M, by) ist, so dal’ der magnetische Schrédingeroperatdr pefi-
odisch ist. IstM zweidimensional, so ist insbesondqmabM € 2n7Z, der magnetische Fluf3
durch eine Elementarzelle ist also ganzzahlig.

Der magnetische Schrédingeroperator ist strikt periodisch im Sinne von Definifioh 6.2.1
auf Seitd 7R genau dann, wenn es eine Quantisierung der Gox, h,V) gibt, was wir
daher auch als Definition flir strikte Periodizitat des magnetischen Schrédingeroperators
ansehen kénnen. Diese ist genau dann gegeben, WenM x C, also genau dann, wenn

die Chernklassey(L’) = 0 ist. Insbesondere ist dann=0by] € H3(M,R), und umgekehrt

gibt es solch eir” genau in diesem Fall. Weiterhin igty] = 0 genau dann, wenn es ein

av € Q1(M) gibt mit dby = am, wenn es also ein periodisches Potengiad 7 ay fur b

gibt. IstM zweidimensional, so folgf, bw = [, daw =0, der magnetische FluB durch eine
Elementarzelle verschwindet daher.

Wir verlangen nun nur die Quantisierbarkeit vé;‘o, nicht die von%bM. Dann konnen
wir das System nicht mehr auf dem Quotientdn= I'\X quantisieren. Wir untersuchen
zunachst ein weiteres

5.4.2 Beispiel (exakte MagnetfeldformH(X) = 0)
Seia e Q1(X) ein Potential zum Magnetfelll= dac Q?(X), V € C*(X). GemaR Abschnitt
ist der zugehorige magnetische Schrodingeroperator

HXCV® _ (vayTya quf DHXCY?) = C2(X), wobei (5.41)
Vi=d-ia (5.42)

auf dem trivialen LinienbindeX x C. Wir setzen fir ein festeg € X

X
Xy(X) 1= f (a-vy=a).
Xo
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Dies ist wohldefiniert, da nach Voraussetzum{i(X) =0 undd(@a-vy*a) = b—y*b =0 ist.
Es wird dann

dX}/ =a- yia!
und mits, := eXr ist
(d-w@)(syy=f) =s,y=df +i(a—y=a)s,y~f —ias,y~f
= s,y d f —ry*ay*f

=s,y-df-is,y~af)
=sy*((d-@)f).

Wir haben daher explizit die magnetischen Translationen
U, : C¥(X) - C=(X),
Uy9(X) = 5,()(y*s)(X)

konstruiert, dieH**CV* zu einem eichperiodischen Operator im Sinnelvon#.1.4 aufSgite 45
machen, da

(U,,U,,9(X) = S,,(X)Sy, (y1 X)s(y5 1y1 %)

1

X 1TX
= exp|: f a-ya+ fy a—yza]]s(yilyilx)
Xo X0
X X 1.-1
=exp|: f a-yja+ f 713—(7172)%))8(75 Y1 X)
Xo Y1Xo
o s X -1 -1
= exp| fy (yry2ya-yja+ f a—(ylyz)ia))s(yz Y1)
Xo Xo
1X0 * * -1 -1
= exp| fy (7172)—a—713))5y172(x)8(72 Y17 X)
Xo

= O(Y1,72)Sy17,(¥S(y5 y1X)
= O(y1,72)(Uy,7,9(%)

mit ©(y1,72) € S-
Ist a periodisch, so ist offensichtlich, = 0,y € I', und wir sind im strikt periodischen Fall.

Fir nichtexakted kdnnen wir uns nicht auf triviale Bindel beschranken. Nach 5.1.7 auf
Seiteg 60 gibt es ein hermitesches Linienblndel mit Zusammenthahg/), das eine Quan-
tisierung des Systems mit Magnetfdidauf X liefert. Day*b =Db fir y € T, ist auch
(v*L,y*h,y*V) eine Quantisierung des gegebenen Systems, wenp &g Diffeomorphis-
musX — X auffassen und die Strukturen vermittglgon X nachX zurtickziehen. Dabei ist
fir se C®(y*L),ve C®(TX)

F* IS =¥ (Vo () L9)).
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Sind (L, h,V) und (y*L,y*h,y*V) aquivalent im Sinne vonh 5.1.8, so gibt es einen hermite-
schen Linienblndelisomorphismés : L — y*L mit

@, 0Vy = (y*Vy) oD,
fur v e C*(T X). Somit wird

Oy o Vy =¥V, (7)) oDy, (5.43)
Wir definieren daher eine Abbildung

U, : C¥(L) » C(L)
U,9(%) = (") Lo d,5)(), (5.4-4)
= 0,y ),

die von einem nichtstrikten Morphismus

Uy=yed,:L->y"L —L,
= &) (1) = yd, (1)

herrihrt. Nach Konstruktion ist datiy*H-YU, = H-Y wegen [5.43). Zusammenfassend
haben wir

5.4.3 Theorem (eichperiodischer magnetischer Schrédingeroperator)

Sei(X,g,b ein quantisierbares System mit Magnetfeld yhch,V) eine Quantisierung.
Ist HY(X, S = 0, so ist der magnetische Schrédingeroperatdr'Hein eichperiodischer
elliptischer Operator mit im allgemeinen nichtkonstantem Kozyklus.

Beweis Ist H1(X,S") = 0, so sind nach 5.1.17 auf Sditg 63 alle Quantisierungen der Form
(y*L,vy*h,y*V) aquivalent, und die magnetischen Translatiohen{p &xistieren fur aller €

I'. Da die®, hermitesche Linienbundelisomorphismen sind undidiktion isometrisch

ist, werden die magnetischen Translationen unitéare Abbildungen. Sie bilden eine projektive
Darstellung, da

1

u'yl u)’z u;l‘yz

ein strikter hermitescher LinienbiindelisomorphismusL ist, also (punktweise) ist. O
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Kapitel 6

Spektraltheorie flr Beispielklassen

In diesem Kapitel untersuchen wir fur zwei Klassen von Beispielen eichperiodischer ellip-
tischer Operatoren die Anwendbarkeit der allgemeinen Theorie aus Kapitel 3 und zeigen
im Fall der abelschperiodischen elliptischen Operatoren dariiber hinausgehende Resultate.
Hierbei lassen wir uns von (Hempel & Herbst, 1995) leiten,[wo 6.2.9%®Hperiodische
magnetische Schrédingeroperatoren auf @&hgezeigt wird.

2. Theorem: ktrum Ischperiodischer ratoren . . .. ... ... ... 73
6.2.4 Hilfssatz: Zerlegung eines abelschperiodischen Operators . . . . . . ... .. 73
2. Korollar: umgekehrte Blocheigenschaft . . . . . . ... ... .. .. .... 74
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6.1 Eichperiodische elliptische Operatoren

Wie wir in Abschnitf4.2 gesehen haben, ist jeder symmetrische eichperiodische elliptische
OperatorD ein wesentlich selbstadjungierter Hilbertraumoperator und definiert effien
elliptischen Operator auf einem Hilbertmodijlunde PP ist in der tr-Spurklasse. Dabei

ist A eine getwistete Grupped:-Algebra. Aus B.P wissen wir, dafd die Voraussetzungen
von[3.2.2 auf Seite 33 erfillt. Wir haben daher zusammenfassend:

6.1.1 Theorem (Spektrum eichperiodischer Operatoren)

Sei D ein symmetrischer eichperiodischer elliptischer Operator. Dann ist D wesentlich
selbstadjungiert. Alle isolierten Eigenwerte vbnsind unendlich entartet, die zugehdri-
gen Eigenrdume sind (algebraisch) endlich erzeugte projeldrnModuln.

Erfullt K#(E) die Kadisonbedingung, so hat das Spektrum von D Bandstruktur. Hat dage-
genK#(E) reellen Rang 0 mit infinitesimalem Zustatngd so sind die beschrankten selbst-
adjungierten Operatoren mit Cantorspektrum dichtkix(E)sa. Jeder symmetrische eich-
periodische elliptische Operator ist dann im Resolventensinn approximierbar durch einen
mit Cantorspektrum.

6.1.2 Beispiel (eichperiodischer magnetischer Schrédingeroperator)

Wie wir in auf Seité 89 gesehen haben ist jeder eichperiodische magnetische Schro-
dingeroperator ein eichperiodischer elliptischer Operator, so ddlRwif 6.1.1 direkt anwenden
kénnen.

Ist speziellX = R? undT ~ Z2, so ist die Magnetfeld-2-Form automatisch exakt, so dafR
wir einen geeigneten auf konstanten Kozyklu® e H%(z?, S ~ St wie in[5.4.2 wéh-

len kénnen.A = C(Z?,0) ist dann eine Rotationsalgehsy. Aus deren Eigenschaften
(siehd B.4.11 auf Seife P9) folgt, dalR des magnetsichen Schrédingeroperators fir rationales
6 Bandstruktur hat, wogegen fur irrationaleschwache Generizitat von Contorspektrum
vorliegt.

Ist X eine riemannsche Flache vom GeschleghtO und betrachten wir den eichperiodi-
schen Schrddingeroperator mit konstantem Magn&femi liegt bei rationalem Fluf3 wie-
derum Bandspektrum vor (sieche Bl4.3 auf Seite 100).

6.2 Periodische elliptische Operatoren

6.2.1 Definition (periodischer Operator)

Ein eichperiodischer Operator auf einem Bindel E Uber X hg@eicht) periodischfalls

® = 1ist. Wir nennen einen solchen Operastrikt periodisch falls er auf einem trivialen
Bindel operiert und die Eichtranslationen mit der kanonischen Aktion Gbereinstimmen.

1Konstant heiRt hier proportional zur Volumenform.
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6.2.2 Bemerkung (geeicht periodischer Operator)

Die Biindelmorphisme(u,),<r, die dem eichperiodischen Operator nach 4.1.7 auf Séite 47
zugeordnet sind, definieren fér= 1 einen (echten) Lift dar-Aktion von X auf das Buindel

E. Daher haben wir einen periodischen Operator im Sinne von Kapitel 2.

IstE = XxC™, so liftet dieT’-Aktion kanonisch vorX zu einer Aktion von(t,),er aufE.
Nach[4.1.F gibt es strikte Bindelmorphism@m,),cr mit u, = myt,,y € I'. Die Bedin-
gung flr strikte Periodizitat bedeutet, = 1,y € I'. Fur nichttriviale Buindel gibt es keinen
kanonischen Lift, anhand dessen man diesen Begriff definieren konnte.

Periodische elliptische Operatoren sind also spezielle eichperiodische Operatoren und daher
A-elliptische Operatoren, wobeil eine (ungetwistete) Gruppeé@i-Algebra ist.[6.1.11 ist
naturlich direkt anwendbar. Fur nichtabelscliebringt allein der Wegfall des Kozyklus
allerdings keine wesentliche Erleichterung bei der Analysexorwir untersuchen daher

den Fall abelschperiodischer Operatoren:

6.2.3 Theorem (Spektrum abelschperiodischer Operatoren)

Sei D ein symmetrischer elliptischer abelschperiodischer Operator. Dann ist D wesentlich
selbstadjungiert, und das Spektrum v@rat Bandstruktur. Isolierte Eigenwerte sind un-
endlich entartet, die zugehérigen Eigenraume haben endiigH2imension.

Beweis Ist I" abelsch, so isC;/(I') ~ C(I'). Als Strukturgruppe der Uberlageruxg— M

mit kompaktenM istI" endlich erzeugt, da; (M) endlich erzeugt unl das Bild vonri(M)
unter einem Gruppenhomomorphismus ist. FolglichIhandlich viele Zusammenhangs-
komponenten. Projektionen &(I') sind charakteristische Funktionen, minimale Projektio-
nen sind charakteristische Funktionen von Zusammenhangskomponentenaub@(I")
das Integral beziiglich des HaarmaRes (siehe |B.2.2 auf[S¢ite 94) und das HaarmaR inva-
riant ist, haben alle Zusammenhangskomponenten das gleiche Ma@wehnn die Zahl
der Zusammenhangskompone@teon I" ist. Damit ist die Kadisonkonstante vomr) ge-
geben durch /h > 0. Schlief3lich ist wege{#(E) = A® K in diesem Fall In auch die
Kadisonkonstante voi#(&), so dal wit 3.213 auf Seitel33 anwenden konnen.

Die Aussage iiber isolierte Eigenwerte ist eine direkte Anwendungvon 3.2.2.

6.2.4 Hilfssatz (Zerlegung eines abelschperiodischen Operators)
Es gibt ein direktes Integral

D
L%(E) ~ f L2(E,) dy mit (6.2:1)
r
E,=E'®F, (6.2-2)
so dal3 ein symmetrischer elliptischer abelschperiodischer Operator D zerlegbar ist als

_ D
D~ f D, dx, (6.2:3)
r
Dy = Dlcege)ra- (6.2:4)

2nist auch gerade die Ordnung des Torsionsanteilsivon
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Beweis Theoreni 2.1.16 auf Seite]20.

6.2.5 Korollar (umgekehrte Blocheigenschatft)
Ein symmetrischer elliptischer abelschperiodischer Operator hat die umgekehrte Blochei-
genschaft, d.h. zu jedein= sped gibt es ein beschranktes=sC*(E) mit Ds= As.

Beweis Ist A € speds, so hat nach der allgemeinen Theorie fur direkte Integrale (siehe
Punkf3 von LemmBaZ. 112 auf S€itg 17)

{)(ef“l()\—s,)\+s)ﬂsped5)(¢®}

positives Mal} fuir jedes> 0. DleD haben als elliptische Operatoren auf einer kompakten
Mannigfaltigkeit diskretes Spektrum und die Eigenwerte hangen stetlgmtﬁ Wabhlen

wir eine Folge&(yn)ney Mit (A —1/n,A + 1/n)Nsped,, # @, so gibt es einen Haufungspunkt
Xoo (F ist kompakt), und aus Stetigkeitsgrindemist spedDX

Da spe®,  diskretist, ist ein Eigenwert vorD, . Der Lift einer Elgenfunktlo[ﬂllegt in
C*(E)' und ist daher beschrankt. AuRerdem erfallt der Lift die selbe Eigenwertgleichung

wegen [6.24).

Die OperatorerD, wirken noch auf verschiedenen Biindeln. Wir wollen nun einen her-
miteschen Linienblndelisomorphism&s : F, - F, konstruieren, so daB®, = (Il ®

g‘;)DX([IEf ® S,) eine reell-analytische Familie von Operatoren Buf wird. Elne reell-
analytische Struktur auf erhalten wir, indem wir einen Isomorphlsts, T"x Z wah-

len, wobeiX der (diskrete) Torsionsanteil ist. Die reell-analytische Standardstruktur des
n- Toru@ T" induziert dann eine reell-analytische Struktur Buf

Weiterhin beachten wir, daR in unserer Situation die Folge von Uberlagerungen

~ X r
X 20w Lom

Il Il
~ M
N m1(M) M

die exakten Sequenzen

0 — mX) —— m(M) r 0

0 —— m(X) —— m(M) r 0

liefert. Wir konnen daher die Charaktere duisjektiv in 71(M) einbetten. Dies erlaubt uns,
die BundelF, = X x, C als ZuM assoziierte Bunde¥l x, C aufzufassen:

3Die 5)( bilden eine stetige Familie, siehe dazu auch 6.2.6 auf der gegentiberliegenden Seite.
4Eigenfunktionen eines elliptischen Operators sind glatt.
SWie schon bemerkt, idt endlich erzeugt, so daR tatséchlitk co.
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6.2.6 Hilfssatz (reell-analytische Familie)

Seiyo € I'. Dann gibt es fur jedeg in der Zusammenhangskomponente ygreinen
hermiteschen Linienbundelisomorphismysi§, - F,. Setzen wir )= (Ie' ® S))D, (le' ®
S)), so wird(D)’()Xep eine reell-analytische Familie mit konstantem Definitionsbereich.

Beweis Sei zunéchsyo=1. X € M sei ein beliebiger fest gewahlter Bezugspunkt. Fir
w e QY(M),dw = 0, seiw € QY (M) der Riickzug. Dann ist

X
5,(%) 1= exp(z f a))
X0

wohldefiniert, dadé = 0 unda1(M) = 0 ist. Fiiry e 71(M) gilt

X X
éﬂ(y)?):exp(z f Gt f a))
X0 X
= éﬂexp(f a))
c(y)

= Su(XWw(¥)

mit dem Charaktey,, € 11(M), derw gemaR unserem Isomorphismus fiir den Jacobitorus
(siehe Beweis von 5.2.1 auf Sditd 63) zugeordnet ist. Wir hatten dort gesehen, daf3 wir jeden
Charakter auérl’(Wl))O in der Formy,, darstellen kdnnen fiir ein geeignetesinsbesondere

ist dies fur jeden Charakter a(s)g moglich.

S, definiert also einen Schnigf, € C°°(I\7I Xy, ©) mit punktweiser Norm 1 und damit einen
hermiteschen Linienbiindelisomorphismus

S(M:MXC—>I\7I><XMC,
ffsy,

so daf}
ler®S : E' - Ey.-
SchlieRlich istd§, (yX) = i§,@. Daher ist auCg (M)

D;, = (g ®S;,)Dy, (e ® Stw)
=D+T,,,

wobei T, ein Differentialoperator der Ordnung @Ry — 1 ist mit glatten, beschrankten
Koeffizienten, die reell-analytisch jp sind, da siev nur polynomial enthalten. Daher hat
D, als Definitionsbereich den Sobolevrai#?™®®)(E’), unabhéngig vo.
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Ist yo # 1 in einer beliebigen Komponente vﬁr,lso erhalten wir wegeh,, ~ E,, ® (M xC)
ebenfalls einen hermiteschen Linienbtindelisomorphismus

I, ® Sy, : Exo = Evore
mit den gleichen Eigenschaften wie oben. Wir haben also tber jeder Zusammenhangskom-
ponente die gewiinschte reell-analytische Familie.

6.2.7 Lemma ¢-regularisierte Determinante)
Ist D nach unten beschrankt, so besitzt jede Féser A einel-regularisierte Determinante

do(d,x) = det (D} - )
derart, daB @(A,y)=0<= A e sped5)'(. dp ist reell-analytisch iny und analytisch im.

Beweis D ist ein nach unten beschrénkt& £ C = D, = C wegen[(6.24)), selbstadjun-
gierter elliptischer Operator auf einer kompakten Mannigfaltigkeit und besitzt daher eine
{-regularisierte Determinantiy (A, y) = del‘f(D_'y—/\), die analytisch int ist unddp(A,y) =

0 & A € sped;, erfullt (siehe z. Bl Gilkey, 1995). Da die Familip; ) reell-analytisch in

x ist, hangen auch die Koeffizienten der Warmeleitungsasymptotik reell-analytisch von
ab, die Asymptotik ist gleichmé&fRig ip und diel-Funktion und damit di&-regularisierte
Determinante reell-analytisch in O

Aus (Hempel & Herbst, 1995) zitieren wir

6.2.8 Lemma (reelle Analytizitat und Malf3)

1. Sei Oc R" offen und zusammenh&ngend - C reell-analytisch. Ist h1({0}) keine
Nullmenge fir das Lebesguemaigas so ist h= 0.

2. Sei Oc R" offen und zusammenhangend undR ein offenes Intervall, f1 xO - C
reell-analytisch, f£ 0. Fur Borelmengen B R definiert

uf(B) = meask e O| Trer f(4,k) =0} (6.2:5)
ein subadditives M&R Dann gilt:

(a) u' besitzt keine singularstetige Komponghte
(b) Die AtomE vony| liegen diskret irR.

®Ein subadditives Maf erfiillt alle Eigenschaften eines MaRes bis auf die Additivitét, die auch fiir dis-
junkte MengerA, Bnur in der Formu(An B) < u(A)u(B) gilt.

’Ein subadditives MaR besitzt im allgemeinen keine eindeutige Radon-Nikodym-Zerlegung. Es ist hier
gemeint, dal3 es keine Zerlegung mit singularstetigem Anteil gibt.

8Atome sind wie im Fall eines echten MaRes definiert dys¢h}) > 0.
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6.2.9 Theorem (spektrale Natur abelschperiodischer Operatoren)
Sei D ein symmetrischer elliptischer abelschperiodischer Operator. Dann gilt fir das Spek-
trum vonD:

1. Das singulérstetige Spektrum ist leer.
2. Das Punktspektrum liegt diskretlit

3. IstA ein Eigenwert vorD, so gibt es eine Zusammenhangskompon&nien T, so
dag fur alley € A gilt: A € sped,.

Beweis Wir zeigen zunachst, dafl3 wir 0BdB > Qanne_hmen kdnnen. Dazu beachten wir,
daR fiir die Spektralprojektiond® undPP” von D undD? gilt:

PP =1cwu(D?)
= (Lewa1 ()9 \L )

= 1[_ s%’ SW (D)

=AY s
_ {PD (VA)-PP (=), fallsa=0, (6.26)
0 sonst,

wobei wir {1 := sgm+/A] setzen. Fir das Punktspektrum und das gesamte Spektrum als
Menge konnen wir den Spektralabbildungssatz

~ 2 ~ =2
speg (D) = (speg,D)”, spedD?) = (sped)

anwenden. Damit folgt wegen Stetigkeit voi? und /- auch speg, (D?) = (speq,.plls)z,

da speg , =Speg,. Furl2. undB. genugt es dahB¥ zu betrachten.

Hat D? kein singularstetiges Spektrum, so gilt fir jede Lebesgue-Nullmé&hget B c

R \speg, , (D?) und jedesse D(D?)\0 c D(D)\0, daR das Spektralmafgzs(B) =0 ist.

Setzen wir
BZ:{AE[R|AZEé}=\/EU(—\/E),
B:={\eR |\ cB)=B2U(-BY) =BU(-B) 5B

fur eine Lebesgue-NuIImenm?c R\speqolplli so istB eine Lebesgue-Nullmenge und

enthalt nach dem Spektralabbildungssatz keine Elemente voragﬁi@%). Aus (6.26)
folgt

0= 4B
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= L 1B(A)d<s{ P> (s)
L + 15 d(gP°(VA]s) - L + 15()d(gP° (- V)

15(2?) d(gPP()s) - L 1s(A?)d(gPP(-1)s)

+

1g(A%) d(gP°(V)s)

)
).

DaD(D?) dicht ist, folgt damit speg, D = @. Daher reicht es auch fiir D? zu betrachten.
SchlieRlich istD? nach Voraussetzung ein symmetrischer elliptischer abelschperiodischer

Differentialoperator miD? = D2 wegen der wesentlichen Selbstadjungiertheit, so dal’3 wir
im folgendernD = 0 voraussetzen kénnen.

S— 5

W

3

S,S(
sl

= T

1\

dp sei die reell-analytische Familie vgrDeterminanten vod,, die nacli6.2]8 auf Se{tel76
existiert.

3. Istae speq,([;), so ist nach der allgemeinen Theorie fur direkte Integrale (siehe Punkt
[4 von Lemma 2.1.72 auf Seitel17)

0< meas{y € | 1 € speg(D,})
=meas{y € T'| do(d, ) = O}
= meash~1({0})) mit
h=dp(A,-).

DaT nur endlich viele Zusammenhangskomponenten hat, mul3 es eine Komponente
A geben, so daR mehsi(0)n A) > 0 ist. Dann erfiillth|, die Voraussetzungen von
[6.2.8(1, so daR|, = O folgt und damiA € sped,, fiir y € A.

2. Wie obenist

Ae spe(bﬁ(:) meas{y € r |A e speq,(ISX}) >0
e meas(y e T'| dp(A,x) = 0}) > 0
e u®PAy >0
& Aist ein Atom vonu®.

Die Atome liegen aber na¢h 6.2.8134 diskret.
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1. Furse 1)(5), BcR Lebesgue-meBbaL sei mu'?(B) das Spektralmald voD zu f
bezeichnetPP sei die Spektralschar vdb. Dann ist

uﬂ&:fmmmﬁm

:fmmﬂﬂwﬂmma
= <f| 1B_(D)f>|_2(_E)

= <1B(D) f | 1g(D)f >|_2(E)

= (126D || 2,

- [1a®0 iz, O
_ ﬁ 13 B)d. 6.27)

Weiterhin ist

meagy €T | ,u?XX(B) £0}<meagy T | Bmsped5X £ Q)
=meagy €' | Jies do(d, x) = O} (6.2-8)
= u®(B).

Sei nunBnspegD = @, so darB keine Atome voru® enthélt. Ist mea®) = 0, so
folgt u%(B) = 0, dau® nach[6.2.B.33 keine singularstetige Komponente beziiglich
meas hat. Wegen (68) ist dann medg < ol ,u?XX(B) # 0} = 0, so dal schlie3lich
,u?(B) = 0 aus [6.Z7) folgt. Daher hatu'fD keinen bezuglich meas singularstetigen

Anteil.
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Kapitel 7
Schlul}

7.1 Ein abschlieBendes Beispiel

Zum AbschluR betrachten wir noch einmal den SchrodingeroperatoHR™C.V-2 4 v
mit konstantem Magnetfelda und Z"-periodischem Potentidl auf demR" und wenden
einige Resultate dieser Arbeit an.

ganzzahliger Fluf3 In diesem Fall vertauschen die magnetischen Translationen miteinan-
der, der Operator ist (geeicht) periodisEh (5.3.1). Thedrem|5.3.2 und Kdrollar 5.3.3
zeigen, dafH eine Zerlegung der Form

D
Tn

besitzt. H, ist hierbei ein magnetischer Schrédingeroperatbr? +V mit konstan-
tem Magnetfeld auf dem-Torus. Jede Quantisierungsklasse des SystemB amitt
genau einmal als Faser véhauf.

Nach Theorerh 6.1].1 besitzt nur wesentliches Spektrum. Theorem 6.2.9 zeigt, dai3
das singularstetige Spektrum leer ist und das Punktspektrum diskReliegt. Wie
man am Landauoperaton & 2,V = 0) sieht, lal3t sich dieses Resultat nicht mehr
verscharfen.

rationaler Fluf3 Ist der magnetische Fluq, so kann man das Gitter entlang einer Rich-
tung um den Faktog vergréRern und erhélt so einen Flpfpro Gitterzelle, so daf3
die Theoreme fir ganzzahligen Fluf3 anwendbar sind.
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irrationaler Flu3 In diesem Fall istH eichperiodisch, die relevan@&-Algebra ist eine
Rotationsalgebrady mit irrationalemd. Nach Theorerh 3.21.2 hat nur wesentliches
Spektrum. Theorein 3.2.4 zeigt, deiim Resolventensinn beliebig gut durch einen
Operator mit Cantorspektrum approximiert werden kann.

7.2 Ausblick

Ein wesentliches Ziel dieser Arbeit war die Bereitstellung eines geeigneten Rahmens fiur die
Behandlung verschiedener Klassen eichperiodischer Operatoren. Neben den dargestellten
Resultaten liefert diese neue Sichtweise auch Anregungen fir eine Fille weiterer Fragen,
denen es in Zukunft nachzugehen gilt:

e Luckenasymptotik: Die Abschéatzung der spektralen Luckenbreite fur Schrédinger-
operatoren kann man — bezugnehmend auf eine Anregung von Jochen Brining —
auch als Resultat unter einer periodischen (oder beschrénkten) lokalen Stérung des
Laplaceoperators ansehen. Im allgemeinen sollte fur das Spektrum eines durch ein
beschranktes Potenfiar gestorten elliptischen Operators gelten:

Disty (spegsdD), spegsdD +V)) = 0(AP)

Hier ist p die Ordnung vorD und Disf (B1, By) = Dist([A, 00) N By, [A,00) N By) mit
dem Hausdorffabstand Dist zweier abgeschlossener Mengen.

e Untersuchung weiterer Zusammenhénge zwischen EigenschafteQeiAlyebraA
und des Spektrur-elliptischer Operatoren; fur konkrete Anwendungen interessant
ist insbesondere das ,gap labelling” mittéds(A) und die dazugehorige Stérungs-
theorie. Sie sollte ermdglichen, Kriterien fiir das ,Uberleben* z. B. der Landauniveaus
unter periodischen Stérungen zu entwickeln.

e Die Spektraltheorie selbstdualer Hilb&#=-Moduln sollte auf ihre Anwendbarkeit
fur die Spektraltheorie von Hilbertraumoperatoren untersucht werden.

e Untersuchung weiterer Beispiele nitRb; als erstes Ziel bieten sich die reduzierten
getwisteterC*-Algebren der Fuchsschen Gruppen an. K¥€&heorie ist bekannt und
liefert daher einen Anhaltspunkt fur die Modifizierung der entsprechenden Methoden
bei den Rotationsalgebren.

e Nichtkommutative Mannigfaltigkeiten mit nichtkommutativen Symmetrien als Bei-
spiel fur die nichtkommutative Blochtheorie. Die (nichtkommutative) riemannsche
Struktur sollte die Definition eines Elliptizitatsbegriffs ermdglichen, der mit einem
geeigneten Symbolraum arbeitet.

v sollte natiirlich in einem geeigneten Sinne zentriert sein, d.h. sfrkktz( 0 firV e L) oder gemittelt
(MR 7 fBR(XO)v =0).



Anhang A

GNS-Darstellung und
Tomita-Takesaki-Involution

Dieser Anhang enthalt drei kurze Abschnitte mit Bemerkungen, die auf dem Standardkanon
bezuglich GNS-Darstellung und Hilbe®t~Moduln aufbauen.

A.1.6 Bemerkung:StandardmoHul .......................... 86
A.2 _GNS-Darstellung far Hilbert-C*-Modulnl . . . . . .. ... ... ...... 86

A.1 Links- und Rechtsmodulstrukturen

Ublicherweise findet man Hilbe@#-Moduln als Rechtsmoduln definiert. In diesem Ab-
schnitt definieren wir die entsprechenden Linksmoduln und untersuchen kurz die Zusam-
menhéange.

A.1.1 Definition (Hilbert-(Rechts-)modul)
SeiA eine C-Algebra. EinA-Rechtsmodub heil3t Pra-Hilbert:A-(Rechts-)Modul, wenn
er versehen ist mit einer Abbildurg-) : Ex& —» A mit den folgenden Eigenschaften:

1. Fure, f,ge&ist(elf+0) =g f)+ (€ Q).
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2. Fure, fe&EAeCCist(e fa)y = (g f)A.

3. Fure,feEacAist(efa)=(gf)a.

4, Fure, fe&ist(f|le) = (g f)*.

5. Firec &ist(gle)=0in A, und{ele)=0<= e=0.

Die Abbildungé& = e~ +/[[(ele)||# definiert dann eine Norm ad. DenAbschluRvon&
definieren wir als die Vervollstandigung vérals Banachraum mit dieser Norm.

& heil3tHilbert- A-(Rechts-)Modu) wenné& in dieser Norm vollstandig ist.

Ein Operator Te L(E) heilRtadjungierbar, wenn es ein Te £L(&) gibt, so dal fur alle

e, fe&qilt: (gTf) =(T*¢ f). Die Menge der adjungierbaren Operatoren bezeichnen wir
mit L#(E).

Fur e, f € & definieren wir einen Operatote, s durch

e f:E X e(f|x)e&.

Wir setzenf #(E):= spanne ¢ | €, f € &} und nennen dies die Menge dérendlichen Ope-
ratoren. Die MengeK#(E) der A-kompakten Operatorerst der Abschluld voif #(E) in
La(&E).

Wie durch die Klammern schon angedeutet, verstehen wir unter einem Hilbertmodul grund-
satzlich einen Hilbertrechtsmodul.

A.1.2 Definition (Hilbertlinksmodul)
SeiA eine C-Algebra. EinA-Linksmodul& heildt Pra-Hilbert:A-Linksmodul, wenn er
versehen ist mit einer Abbildurg-) : Ex& - A mit den folgenden Eigenschaften:

1. Fure, f,ge &ist(e+ f|g) =(elg) +(f|Q).

2. Fure, feEAeCist{Ag fAy = A(ef).

3. Fure,feEacAist(adf) =a(ef).

4. Fure, fe &ist(f|e) = (g f)".

5. Firec &ist(gle)=0in A, und{ele)=0<= e=0.

Die Abbildungé& = e +/[[(ele)||# definiert dann eine Norm ad. DenAbschluRvon&
definieren wir als die Vervollstandigung vérals Banachraum mit dieser Norm.

& heil3tHilbert- A-Linksmodul, wenn& in dieser Norm vollstandig ist.

Ein Operator Te L(E) heilltadjungierbar, wenn es ein Te £L(&) gibt, so dal fur alle

e, fe&qilt: (gT f) =(T*¢ f). Die Menge der adjungierbaren Operatoren bezeichnen wir
mit LA(E).

Fir e, f e & definieren wir einen Operator} ; durch

ﬂlé,f:SBXI—)<X|e>f € &.
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Wir setzernfF 4(E):= spanng,f | e, f € & und nennen dies die Menge dérendlichen Ope-
ratoren. Die MengeK#(E) der A-kompakten Operatorerist der Abschluld voiF #(E) in
La(&E).

A.1.3 Bemerkung (einfache Eigenschaften)

1.

Ist& ein Pra-HilbertA-Modul, e € &, so ist wegeml A1l 4ele) € Asa, SO daR die
Bedingungele) > 0 in[A 1[5 sinnvoll ist.

Ist& ein Pra-HilbertA-Modul, e, f € §,a€ A, so gilt:
edf) =(fleay” = (fle)a)" =a’(fle)" = a’ (e[ f)
Wir haben alsdC- und.A-Sesquilinearitat.

Die C-Sesquilinearitat folgt fur unitalegl aus detA-Sesquilinearitat.

Fure, f e Eistr ; = 7t e, daher ist tatsachlicfi#(E) c La(E).

. L#(E) undK#(E) sind C*-Algebren, erstere ist die Multiplier-Algebra der letzteren

(siehe z. Bl Wegge-Olsen, 1993, Kapitel 15).

. Alles gilt analog fur Hilbertlinksmoduin.

. AxXA > (a, b - a*be Azusammen mit der Rechtsmultiplikation v@hauf A ergibt

die Standard-HilbertA-Modulstruktur auf.

. AXA > (a,b — ab* € A zusammen mit der Linksmultiplikation vaA auf A ergibt

die Standard-HilbertA-Linksmodulstruktur aufA.

A.1.4 Definition (freie und projektive Hilbertmoduln)
Ein Hilbert-A-Modul heilitfrei, wenn er ein freier Modul GbefA ist. Er heil3tprojektiv,
wenn er ein direkter Summand eines freien Moduls ist.

A.1.5 Lemma (Hilbertlinks- und -rechtsmodul)
SeiA eine C-Algebra und &, (-|-)) ein Pra-Hilbert<A-Linksmodul. Dann definiert

(|8 1 P x E°P - AP

(€°P, £OP) 1 ((f|€&))°P (A1)

auf& = E°P (Gleichheit als Vektorraum) die Struktur eines Pra-Hilbgit*-Moduls. Wei-
terhin ist fUr einen HilbertA-Linksmodul(&, (:|-)) auch Fa(&E) ~ F#or(EP) und daher
Ka(E) =~ Kace(E°P) und LA(E) ~ LAop(EP).
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Beweis ZwischenA-Rechtsmoduli& undA°P-Linksmoduln&CP besteht bekanntlich eine
1:1-Beziehung. Wir haben daher nur die entsprechenden Hilbertmodulstrukturen zu tber-
prifen: Seiere®P, fOP ¢ %P, a°P € A°P. Mit a°P und a bezeichnen wir die miteinander
korrespondierend8rElemente inA°P bzw. A. Dann ist

(7199008 _ (e (ar)o%)°®
= (afle)
=a(fle)
= ((fley°Pa’P
=(e°P) f°p>80pa°p.

Da& = E°P als Banachraum, isf(&) ~ L(ECP). Weiterhin ist fure, f,xe &

e, 1(X) = e(f|x)
= ((f|x))°PeP
_ (9 foR)E” o0

L
= TTfop eop;

so dal3F#(E) und F#0p(E°P) zueinander isomorph sind und daher auch die jeweiligen Ab-
schliisse und Multiplieralgebren.

A.1.6 Bemerkung (Standardmodul)

Fur die Standard-Hilbed-Modulstruktur aufA ist bekanntlichm#(A) = A, Ka(A) = A
und La(A) = M(A). Bezeichnen wir mitA- den Standard-Hilber#-Linksmodul, so folgt
AU ATB:F A(AL) =~ Faop(A°P) = ACP.

A.2 GNS-Darstellung ftr Hilbert- C*-Moduln

Sei A eineC*-Algebra,t ein Zustand aufA und & ein Hilbert<A-Modul. Wir definieren
analog zur bekannten GNS-Darstellung von Banach-*-Algebren ein Skalard?czdﬂlét
durch

Xy = 1((Xy)e) flrx,ye &. (A.2-1)

1A°P undA sind als Banachraume identisch, in diesem Sinna®Rst a.
2Fir Hilbertlinksmoduln muR das Skalarprodukt umgedreht werden, damit man komplexe Linearitat auf
dem richtigen Faktor erhalt.



A.3 Tomita-Takesaki-Involution 87

N; :={Xx e &| (X|X) = 0} ist der zugehdrige Nullraum. Der GNS-Darstellungsratymst
dann die Vervollstandigung vdiyN, bezlglich-|-),. L € L#(E) operiert aukk € &; wegen

ILXIIZ = (LX| LX),
= 7({LX|LX)g)
= 7((XL"Lx),)
< T((XX)g)IIL LI
= [IXIZ/ILI?

stetig. Daher haben wir eine *-Darstellung véi(&E) in L(&E;).

Ist T treu, so istN; = 0 und die Darstellung daher treu.

Ist & = A mit (alb)g = a*b der kanonische HilberA-Modul, so erhalten wir die Ubli-
che GNS-Darstellung der Multiplieralgebyas(A) = M(A) und durch Einschrankung die
GNS-Darstellung vorK#(A) = A.

A.3 Tomita-Takesaki-Involution

Sei A eineW*-Algebra, r ein Zustand aufAa und A, = A/N; der zugehdrige GNS-Dar-
stellungsraums) := 1+ N; € A,. Nach Konstruktion isf) ein zyklischer Vektor flrA, da

AQ = A dicht in A, ist. Offensichtlich ist) separierend firA genau dann, wenntreu

ist, was wir im folgenden voraussetzen. Wir identifizieren daenA mit aQ) € A;. Damit
haben wir die nétigen Strukturen fir die Tomita-Takesaki-Theorie (siehe z.B. Li/ 1992,
Kapitel 8): DieTomita-Takesaki-Involution ist (dicht) definiert durch

T:D(T) = AQ,
D(T)ysal - a' e A.
T wird offensichtlich eine antilineare Abbildungl wird Ublicherweise dargestellt in der
Polarzerlegung (auf dem reellen Hilbertrauipr) T = JVA, wobeiJ antiunitar (komplex

antilinear und unitér aufA,r) und A positiv ist. J gestattet dann die Bestimmung des
Kommutanten voiA in L(A;) vermittels

A =JAI. (A.3-1)
Ist T eine Spur, so ist
2(Tab), g =(Tab); +(b|Ta),
= (a*|b)_+(bla*)_
= 7r(ab) + r(b*a")

=7(a*b*) + r(ba)
=2¢a| Ty .
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SomitistT* =T = T~ und dahed = T,A = id. In der Tomita-Takesaki-Theorie ist dies der
triviale Fall, da wegem = 1 die modulare Automorphismengruppe trivial ist.
Andererseits definiert die Abbildung

A>saH a* e AP

einen reellen, komplex antilinearen *-Isomorphismus v@énn die W*-Algebra A°P mit
der umgekehrten Multiplikation, so daR wegén (Al3der Kommutant vorA in £(A;)
(komplex) *-isomorph zuA°P ist.



Anhang B

Getwistete verschrankte Produkte

Nach der Definition der notigen Begriffe rund um getwistete verschrankte Produkte erwei-
tern wir die bekannten aquivarianten Kasparovgruppen fir den twistaquivarianten Fall, um
mit dem Funktorjg g : KKgg(-,:) = KK(-X. ¢G,- X. §G) den in der Einleitung beschriebenen

Weg von den eichperiodischen elliptischen Operatoren zu den entsprechenden Operatoren
auf HilbertC*-Moduln abstrakt beschreiten zu kénnen.
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B.1 Definition und grundlegende Eigenschaften
Wir beginnen mit der Definition der Gruppenkohomologie nach Brown (1994).

B.1.1 Definition (Gruppenkozyklus)

Sei G eine Gruppe und R eine abelsche Gruppe mit G-Aktion, d.h. mit einem Homomor-
phismusy : G » Aut(R). Die R-wertigen n-Koketterauf G sind definiert als GG, R = {f :

G" - R}. Das Kodifferentiabf € CNG, R ist fur f € C"1(G, R definiert durch

0H)(Q1,...,h) =ag[f(Q2,... .0 - F(02102,03,...,h) £...
+ (D" (1, ..., -2, Gn-10n) + (=D (91, ..., Gh1). (B.1-1)

Eine Kokette fe C"(G, R heil3tnormiert, falls f(gs,...,th) = Oist, sobald g= e fir ein i.

Die Kozykel 2'(G, R) sind die Koketten mit verschwindendem Kodifferential, die Korander
das Bild B'(G,R) von §|C"1G,R. Die Gruppenkohomologidst die Kohomologie des
KomplexegC'(G,R),0).

B.1.2 Bemerkung (spezielle Kozykel)
1. Jede Klasse besitzt einen normierten Reprasentanten.

2. Bewegt man sich in der Kategorie lokal kompakter topologischer Gruppen, so fordert
man von den Koketten Stetigkeit oder Borelmel3barkeit. Diese Eigenschaften bleiben
unter dem Kodifferential erhalten.

B.1.3 Definition (getwistetes kovariantes System)

Ein getwistetes kovariantes Systéf, G,a,0) besteht aus einer'CAlgebraA, einer lokal
kompakten Gruppe G, einem stetigen HomomorphismuS — Aut(A) und einem nor-
mierten Borel-2-Kozyklug e Z4(G, U ZM(A)) auf G mit Werten in den unitaren zentralen
Multipliern von A, wobei die G-Aktion aufi die G-Aktion aufi{ ZM(A) induziert.
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B.1.4 Definition (getwistetes verschranktes Produkt)

Fir ein getwistetes kovariantes Systef G,a,6) sei LY(G,A) der Banachraum der (be-
zuglich des HaarmaRes) integrierbaretiwertigen Funktion auf G. Wir verseheA(G,A)
mit der Struktur einer Banach-*-Algebral{G, A, «,6) durch

f1 % f2(g) := fG fr(hanl f2(h1g)16(h, gy dh, (B.1-2)
(@) = 0(0,g Hagl f(@g™H]*Ac(@™ (B.1-3)

fur f, fr, f> € LY(G,A), g € G. Ag bezeichnet hier die Modulfunktion von G, dh das (Links-)
Haarmal3.

Ist. A separabel und erfilllt G das zweite Abzahlbarkeitsaxiom, so besi@t 4, «,d) nach

Leptin (1967) und Packer & Raebuirn (1990) eine zweiseitige beschréankte Fasteins und so-
mit eine einhullende CAlgebra, die wir alsgetwistetes verschranktes Produlé x, s G
bezeichnen.

B.1.5 Bemerkung (Abhangigkeit vom Reprasentanten)
Ersetzt mard durch einen dquivalenten Kozykltds= 65y mit y € CY(G,UZM(A)), also

001, G2) = 0(01, 92)rgy [¥ ()1 (G202) (G,
So isty normiert f(e) = 1)), daé undé nach Voraussetzung normiert sind, und
Ll(G,&z{,cy,é) >feyfe Ll(G,&z{,a/,H)

definiert einen *-Isomorphismus wegen

f1 x5 f2(Q) = fG fi(an[ f2(h™*g)loch, ' genly(h*g)ly(@ v (h)dh

=x(@?! fG x(h) fr(hanly(h1g) f2(h~1g)16(h, i ig)dh
= (@) (x f1) %o (x f2)

und

£3(g) = 6(9, g Haglx (@ H1x(© Ly (@agl f(gH]" Ac@™)
= x(@7%6(9, g Dagly(@™H fF(g™H1*Ac@™)
= x@ (¢ )*(g).

Dieser *-Isomorphismus erzeugt dann einen Isomorphismus der einhull€hddEgebren.
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B.1.6 Definition und Hilfssatz (reduziertes getwistetes verschranktes Produkt)
Sei(A, G,a,6) ein getwistetes kovariantes System preine treue Darstellung vorA auf
dem HilbertraurmH. Wir definieren eine Darstellungvon LG, A, «,0) auf L4(G) @ H ~
L2(G,H) durch

F00@ = [ plalThlec@, h)xghVEcthich, (B.1.4)

fe Ll(G,&Z{,a,H),
xe LG, H),geG.

Dasreduzierte getwistete verschrénkte Produfitx, o G ist definiert als die GUnteral-
gebra vonL (L%(G,#)), die vong (LY(G,A, «,0)) erzeugt wird.

Beweis Fur fy, f» € LY(G,A,a,0),xe LG, H),g e G gilt:

p(f)p(f2)(X)(Q) = fe plagl f1()16(g, Mp(f2)(x)1(gh)VAs() dif

:Lp{a’g[fl(hl)]@(gaH)}Lp{a’gh'[fZ(h)]e(ghl’h)}x(gh,h)\/AG(h)dh\/AG(h')dh,

- f plagl f1(M)16(g, M) f plagr[f2(0 2 h]a@h, W~y jx(gh) y/Actv-thy dh
G G
\/AG(h’)dh'

- fG pag| fG fa(h ) L Fo(h =01 69, oo 2y | dif xigh)VAc(ydh
= [[o{ag| [ famramttac-2hogact r-*nyai g, o} xighAchich

- fG plagl(f1% f2(h16(g, hixgh) vAam dh

= p(f1x f2)(X)(Q)

Hier wurde aul3er den Definitionen und der Darstellungseigenschaip viom die Kozy-
kluseigenschaft

6(g, Ho(gh i th) = aglah, W th)l6(g, h
benutzt. Ebenso uberpriift maaf*) = p(f)*.

B.1.7 Bemerkung (Abhangigkeit von der Darstellung)

Nach Quiggl(1986) isHA X, or G bis auf *-Isomorphie eindeutig bestimmt, unabh&ngig von
der Wabhl einer treuen Darstellungl X, o, G a3t sich auch konstruieren als der Abschluf3
von LY(G, A, a,6) unter delC*-Norm

IIfIlr = sudl|lp()l | p treue Darstellung vors).

Der *-Isomorphismus aus B.1.5 auf der vorhergehenden Seite erzeugt wiederum einen Iso-
morphismus der entsprechend&nAlgebren.
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B.2 Getwistete Gruppenc*-Algebren

B.2.1 Definition (Getwistete Gruppen€*-Algebren)
Sei G eine lokal kompakte Gruppe uée Z4(G,S) ein normierter Borelkozyklus. Die
(reduzierte) getwistete Gruppen®ehlgebra G;,(G,0) ist das (reduzierte) getwistete ver-

schrankte Produkt xiq gy G, wobei G aul trivial operiert und fur das reduzierte Produkt
die identische Darstellung van aufC verwendet wird.

(B.1-4) zeigt, daR die reduzierten getwisteten Grup@émlgebren gerade der getwisteten

rechtsregularen Darstellung v@hauf L%(G) entsprechen und!(G,C,id, ) die getwistete
Faltungsalgebra ist.
Im folgenden sel” eine diskrete Gruppe. Dann verschwindet die modulare Funktion; und

ist eingebettet inX(I",C,id, #) durch die Diracfunktionen
1, wenny=v/,

Sy (y') =
o) {O sonst.

I" ist damit total inC; (", 6), dar total in1X(I") beziiglich det!-Norm ist. In der Darstellung
(B.1-2) aufl%(T") wird C(I", ) folglich erzeugt von den getwisteten Rechtstranslationen

R:120)s f R el’D),
R f(v) =) (H)) (B.2-1)
=00 NI y),
so dafi3
ROR), = 5(6,)0(8%)

= p(6y x 8

= 0(y,7)P(byy)

=00y.Y)R),,
da nach[(B.22) gilt: 6y x &, = 0(y,y")0,y .

Ist f € 1XI), f = ¥ ,r F(9)6,, beliebig, so isp(f) = T, f(»)R. Da(s,),er eine Ortho-
normalbasis voi?(I') ist, gilt

llo(f M gazary = llo(f )oelliz(r)

=13 fR e

yel

%0 (B.2-2)

= ZF f O 75,4
ye

12(I)
= ||f|||2([“),
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so daR wir die Einbettungen von Banachrauri¢n) dc'st,ik(F,H) c I4T) haben.

B.2.2 Definition und Hilfssatz (kanonische Spur)
Durch

:14T1,¢,id,0)> f > f(e) e C (B.2-3)

definieren wir eine Spur aufi{T",C,id,0), die sich durch Stetigkeit fortsetzt auf(C,0). t
ist treu. IstI” abelsch, so ist

7(f) = f f(y)dy (B.2:4)
r

und stimmt daher mit der Spurin Z2.2.2 auf SEife 22 tberein.
Beweis Nach [B.Z2) ist

f1x fo(e) = Y, fi(fa(hHech, it
hel’

= 3, fattyfah™Hech, i)
hel’

= fo % fy1 ().
Linearitat und Additivitat folgen unmittelbar. Die Stetigkeit ergibt sich aus

f(€) = (Jel iz
= (el F)(0e)) 2
= ||ﬁ(f)||£(|2(r)),
dap(H(@e)y) = f(y Hory,y Y ist.
Wegen
T(p(F)*p(f)) = " % f(e)

= oh, i Hf by fhhach, bty
hel’

=Y fh*f(h

hel’
_ 2
- ||f|||2(r)

ist T treu aufl}(I") c 12(D). Aus (B.22) folgt, dalRr auch aufC;(T', ) treu ist.
IstI" abelsch, so ist(e) = [ f nach [2.120) auf Seité I9.

B.2.3 Hilfssatz (GNS-Darstellung der reduzierten getwisteten Gruppenalgebra)
Die GNS-Darstellung der reduzierten getwisteten Gruppenalgebra beztglich der kanoni-
schen Spur ist die getwistete linksregulare Darstellung &lif)lzum Kozyklus.
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Beweis Wie schon im Beweis voh B.2.2 bemerkt igtf* f) = || f|| ;2 fUr f € 14D, Au-
Rerdem ist(I") c C}(T',6) nach Definition undCi(T",0) c I2(I'). Dal(I") c 1% dicht ist,
ist der entsprechende GNS-Darstellungsrat(i.

Sinda, f € (I, so ist nach Definition der GNS-Darstellupg

pr@f = p(@p(f)
=p(ax f).

Fir die Erzeugenden gilt jedoch

Gy * ) =00y 0T
=00,y DO T
=00y, HLI DY)

und analog

(F x5)) = 0y L NERHG).

Da r und damit die GNS-Darstellung treu ist, folgt, d@i(T',6) isomorph zuC;k(F,g)L
ist, der von den mit) getwisteten Linkstranslationgfy,y e I, in £(1%(I) erzeugterC*-

Algebra.

B.2.4 Hilfssatz (Kommutant)
Der Kommutant von &T',6) in L(4T)) ist die Wr-Algebra W(F,@)L , die von den getwi-
steten Linkstranslationerfly € T, in £( 2(I") erzeugt wird.

Beweis Via GNS-Darstellung isC;(T',6) ~ C;k(r,g)L. Da Kommutanten schwach abge-
schlossen sind, kénnen wir gemaft1A.3 auf Seite 87 (Tomita-Takesaki-Isomorphismus) fol-
gern:

Cro) = (caoty
= (W0t
B3 er*(r,H:)L,op

W(T,6)

W (T, 0)"

1

1R

Dabei haben wir im letzten Schritt wiederGm B12.3 berflitzie GleichheitW* (T, 0)-°P ~
W(T, 0) folgt, da das Umdreh€et? des Produkts auf der Faltungsalgebra Links- und Rechts-
faltung und damit, wie wir im vorigen Beweis gesehen haben, Links- und Rechtstranslatio-
nen (zum selben Twist) ineinander tiberfihrt.

1Genauerw*(B.2.3)
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B.3 Twistaquivariante KK-Theorie

In diesem Abschnitt folgen wir der Darstellung der aquivarianten KK-Theorie in (Blackadar,
1986, Kapitel 20) und erweitern sie fur den twistaquivarianten Fall.

B.3.1 Definition (Hilbert- (8,8, G,0)-Modul)

Sei(8,8,G,0) ein getwistetes kovariantes System und E ein Hilerodul. Einesteti-

ge getwistete G-Aktiomuf E ist eine Abbildung : G - L(E)* in die invertierbaren be-
schrankten linearen Abbildungen auf E, die stetig in der starken Operatortopologie und ein
getwisteter Homomorphismus ist, d. h.

Yg¥h = 60(9,Mygn fir g,he G, (B.3-1)
und die kovariant ist zur G-Aktion a#, d. h.
yglXb] = yg[x]Bg[b] fir xe E,be 8,g€ G, (B.3-2)
Bal(XIN] = (vglX]|vglyl) fir x,ye E,ge G. (B.3-3)
Ein Hilbert-B-Modul mit getwisteter stetiger G-Aktion heiftbert-(8, G,B,6)-Modul.

B.3.2 Bemerkung (Aktion auf den Moduloperatoren)

Wie im ungetwisteten Fall gibt es fir zwei Hilbg®, G,5,6)-Moduln (E1,v1),(E2,y2) eine
stetigeG-Aktion auf den adjungierbaren Moduloperatogg(E;, E>) und auf den kompak-
tenKg(E1, E): FurB e Lg(E;, Ep) definieren wir

(@[BI)(©) :=y24[By1glell fir ge G,ec E;.

Day1 undy> kovariant zys sind, bleibtB ein 8-Moduloperator[(B.3) und adjungierbar
(B.3-3). Wie im ungetwisteten Fall nennen wBrG-stetig, falls die Abbildungg — g[B]
normstetig ist. Ebenso Ubersetzt sich der Begiff e(&@nvarianten Graduierung.

B.3.3 Definition (Kasparov{G,#&’,6)-Moduln)

(A, G,a,0") und(8B, G,B,60) seien zwei graduierte getwistete kovariante Systeme. Die Men-
ge Ellg g o(A, B) der Kasparov¢G,0’,0)-Moduln ist definiert als die Menge aller Tripel
(E,o, F) mit folgenden Eigenschaften:

1. E ist ein Hilbert¢8, G,5,0)-Modul,

2. ¢ : A - Lg(E) ist ein aquivarianter ¢(ay,[a]) = y[P(a)]) graduierter *-Homomor-
phismus ¢(0") = 0Olg,

3. F ist ein G-stetiger Operator ilg(E) vom Grad 1, so daRRF,¢(a)], (F2 - 1)¢(a),
(F —=F*)¢(a) und(g[F] - F)¢(a) € Kg(E) fur alle ac A,ge G.

°Da Lg(E) die Multiplieralgebra vorkKg(E) ist, istAlg € Lg(E) fir A € UZM(B).
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Mit dieser Definition Ubertragen sich sowohl die Kasparovgruppen und als auch die Kon-
struktion des Schnittprodukts direkt aus dem ungetwisteten Fall. Der Twist spielt erst wieder
beim Zusammenhang der Kasparovgruppen mit den verschrankten Produkten eine Rolle:

B.3.4 Definition und Hilfssatz (getwistetes verschranktes Produkt von Hilbertmoduln)
Sei(8, G,B,0) ein getwistetetes kovariantes System und E ein HilBeodul. Dann ope-
riert f € Co(G,8B) auf xe C.(G, E) via

(xf)(g) = f x(hBnl f(h~tg)]o(h, h ig)dh fir ge G. (B.3:4)
G

Ein G.(G,8)-wertiges Skalarprodukt wird definiert durch
Xy Q) = fG Br-1 [(x(WIy(hg))e |cht, hgah=1, hydh fir x,ye Co(G, B). (B.3-5)

Die Vervollstandigung bezlglich dieses Skalarproduktes ist ein HilBe» G-Modul und
wird mit E xg¢ G bezeichnet.

Beweis C¢(G, E) wird einC¢(G,8)-Modul: Firx € C(G, E), f1, f2 € C(G,B) qilt:

i@ = [t LT o let, i g ot
) fe fe x(Bnl fu(h™Hh)16h, ') dhg [ f2(h g)lac, W ~*g)dif
:LLx(h)ﬁh{fl(hl)ﬁh'[fZ(hl_lh_lg)]}H(h,H)Q(hh',h'_lh_lg)dh’dh
= fG X(h)ﬁh{ fG f1(0)Bu [ Fa(0 ~th~Lg)16(, i ~th~Lg) dH} o, Fr g dh

= [tnicta ta g e g dh
Hier wurde neben den Definitionen die Kozyklusrelation
o(h, FHe(h, i ~thg) = B[, ~*h~'g)loch, i o)

benutzt.
Als nachstes Uberprufen wir fix,y € Co(G,E), f € C(G,8) die Co(G,B)-Linearitat des
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Skalarprodukts:

Xy f)(@ = fG Br-1 (XM (y F)(hg)e)8(h™, hgdhL, hydh
= fG ﬁh_l{ fG (x(h)|y(h’)>Eﬁh,[f(h"lhg)]H(h',h"lhg)dh’}e(h‘l,hg)@(h—l,h)dh

:LLBh—l [<X(h)|y(hl)>E]H(h_1!hl)ﬁh—lhr[f(hl_lhg)]e(h_lhl,hl_lhg)dh’
o(h-1,hydh

:fGfeﬁh_l[<X(h)|y(hhl)>E]H(h_l’hH)ﬁh’[f(h'_lg)]H(h’,h"lg)dh’mdh
= fG (Xly) (W)Br [ (0 g)loch’, W ~*g)dhf
=1y H(©@)
Hierfir wurde die Kozyklusbedingung
B0, H~thg)le(h™, hg) = 6(h™, W61, i ~*hg)

benutzt.
Um die Sesquilineraritat zu zeigen, missen wir — neben der Normiéigng = 1 — die
Kozyklusbedingung zweimal verwenden:

Bglo@th ™t hglath™, hy = Bglog~*h hg)lacg, @ah™, hy
=0(g,g *h™Heh, hgoh™L, h)

= Blo(g~*h™1, h)l6(g, g Heth 2, hg)

Damit folgt:

YI%* (@) = 69, g DBl Y% (@ H]*Ac(g™)
=6g.9 fG Bo{ s ()] xthg )] oh T hg Dech™, b} @™ dh

=09,gY fG Bar2 [(xhg y)e] s 60T hgDech2, by A Y dh
=60(9,9h) fG Brs [(<hly(hge|" Bg [B(@T~1, (g %, hg | dh

- fG Bra[oxhiy(hg)el oL, hgdth T, hydh
— (XY@
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Seinun(E,¢,F) € Ellgg o(A, B). ¢ induziert eine Abbildung
1 Axan G- Ly, ,6(EXpeG),

($(@)(X(Q) = fG (p@h)yn[xhtg)]och, i tg)dh

fur a e C(G,A),xe C(G,E),g e G. 475 ist ein Homomorphismus nacli(E xg¢ G): Fur
ag,a € Co(G,A) ist

$(ag * a)((Q) = fG $(ar x a)(Nyyw X0 ~gl6, h ~*g)dH
:L¢(Lal(h)ah[az(h_lhl)]gl(h,h_lh')dh)yhr[x(h'_lg)]H(h’,h"lg)dh'
= fG fG d(ar(h)h[@](az(h™*h")ach, 1 )y [x(h ~tg)lo, i ~g)di dh
:LL¢(a1(h))h[q>](a2(hl))7hh'[X(hl_lh_lg)]e(h,H)H(hh',h"lh‘lg)dh’dh
- fG fG o@a(h)yn [@(@zth)yi Ly X0~ ST Br6CH, b ~2g)16(h, Frig) dH dh

- fG ¢(a1(h))yh[ fG @(az(h'))yhr[X(h"lh‘lg)w(h',h"lh‘lg)dh']e(h,h‘lg)dh
= $(a1)p(a2)(X)(Q).

Die *-Eigenschaft ergibt sich wi¢ (B-3J). DaBgZ tatsachlich nactCgx,,c(E X0 G) abbil-
det, folgt daraus, daR ein Hilbert(8, G,3,0)-Modul ist (Kovarianz und Twist).

(FX)(g) = F(x(g)) definiert ein ElemenE Lzsxﬁ,ge(E Xpg G), dessen Elliptizitat wie im
ungetwisteten Fall aus der vénhund derG-Stetigkeit folgt. Daher haben wir schlie3lich
eine Abbildung

jcp o Ellgy o(A,B) » EN(AXay G,Bxz0G)
(E.¢,F) > (Exg9G.6,F)
haben. Wie im ungetwisteten Fall folgt

B.3.5 Theorem KKg g g(A, B) = KK(: x 76 G, X5 9G))
jeg o induziert einen Homomorphismus auf den Kasparovgruppen, der funktori@luimd
B und kompatibel mit dem Schnittprodukt ist.

B.4 Beispiele

B.4.1 Beispiel (Rotationsalgebra)

WegenH?4(z?,S" ~ St ist jede Klasse® charakterisiert durch eine Zab# e S'. Die
zugehorige getwistete Grupp@i-Algebra Ay = C*(Z2,0) heiltRotationsalgebra Es
gilt dann:
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B.4.2 Theorem (Eigenschaften der Rotationsalgebra)

1. Istd = p/q mit pe Z,q € N teilerfremd, so ist die Kadisonkonstante v@ia und von
Ay ® K geradel/q.

2. Ist@irrational, so habenAy und Ay ® K reellen Rang 0 mit infinitesimalem Zustand.

Beweis

1. Das Spektrum vorHy ist T2, die irreduziblen Darstellungen, ze T2, sind alleg-
dimensional, die kanonische Spur vaa Ay ist

T(a):} f trry(a)dz
qJr2

mit dem normierten Haarmafzauf T2 und der gewdhnlichen Spur tr aMf(q,C), so
daRRr(l) = 1 (siehe z.B. Gruber, 1994, Abschnitt 4.1 fur diese bekannten Eigenschaf-
ten). Bezlglichr minimale Projektioneip erh&lt man offensichtlich, wenm,(p) vom

Rang 1 ist, so dafy(p) = 1/g wird.

2. Furirrationale® hat Ay nach [(Elliott & Evans, 1993, Theorem 4) reellen Rang 0. Da
Ay einfach und nichtelementar ist, folgt aus (Choi & Elliott, 1990, Korollar 8), dai3
Ay und Ay ® K rellen Rang 0 mit infinitesimalem Zustand haben.

Carey et al.[(1998) zeigen:

B.4.3 Theorem (getwistete Fuchssche Gruppen)
SeiZg eine riemannsche Flache vom Geschlecht@undI'g = m1(Zg). Dann ist

H2(Tg, S ~ H2(Zg, S ~ S

Die Isomorphieklassen von reduzierten getwisteten Gruppeflgebren G(I'y,®) sind
parametrisiert durch

Ci(Tg,0) - ([0]|[Zg]),

wobei wir[@] als Element von A(Zq, G) auffassen mit G- (0,1] ~ S'. [%g] ist die Funda-
mentalklasse vo[Xg], (-|-) die kanonische Paarung.

Setzen wind := ([@]|[Z4]) und istd = p/q, pe Z,q € N, so gilt fir die Kadisonkonstante
Ck von G(I'g,®®K:Ck =1/9g>0



Anhang C

Stetige Felder vonC*-Algebren

In diesem Kapitel stellen wir einige Definitionen nach Dixmier & DOLHQL(j.QG?)) zusam-
men. Wir schildern den Zusammenhang zwischen Dixmier-Douady-Invariante und Grup-
penkozyklus im Fall getwisteter verschrankter Produkte von Funktionenalgebren.
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C.1 Definition und Eigenschaften

C.1.1 Definition (stetige Felder von Banach- und Hilbertraumen)

B sei ein topologischer Raurk(2)),g eine Familie von Banachrdumen. Der Vektorraum
IT:= [1,.g E(2) heilitRaum aller Vektorfelder Eine Stetigkeitsstrukturauf IT ist definiert
durch einen Unterraumh c IT mit folgenden Eigenschaften:

1. Aist ein Unter-G,(B)-Modul vonIT.

2. V2B VecE(@z) Ixen XD =€
3. Yxen (Z+ [IXI) € Coo(B)

4. Yxen ((Ve>0 YzeB Iwen,umgebung bz Yzeu [IX(Z) =X (Z)] < &)
=>XeAN)

& = (E(2)zB,A) heil’t danrstetiges Feld von BanachraumerSind die Fasern &) alle
Hilbertraume, so sprechen wir von einestetigen Feld von Hilbertraumen Das Skalar-
produkt ist automatisch stetig (Polarisation).

Die etwas unubersichtliche vierte Bedingung Ardriickt eine Form von Vollstandigkeit
aus: Ist ein Vektorfelck € IT lokal beliebig gut approximierbar durch stetige Felder, so ist
es stetig.

C.1.2 Hilfssatz (definierender Untermodul)
Seien BIT wie oben und\ c IT ein Unterraum mit

1. VB {X(2) | X € A} =: A(2) dicht in E(z) und
2. ¥xen (2 |IXI]) € Co(B).
Dann gibt es genau eine Stetigkeitsstrukimufn mit A > A. A ist gegeben durch

~

A = {X € H | VZEB E> OHUmgebung @Z,XEK VZ,EU ||X(Z,) _XI(Z,)” < 8}

C.1.3 Lemma (stetige Felder und Banachraumbiindel)
Ein stetiges Feld von Banachraumé&rdefiniert ein BanachraumbiindeE tber B, so daR
die stetigen Schnitte(€) gerade die stetigen Felder véhsind.

Beweisskizze Als Menge istE := [],.gE(2). Die Topologie wird so gewahlt, dal’ die
naturliche Projektionr : E —» B stetig und offen wird: Die Topologie wird erzeugt von
Tuben

TU,x,e):={ € E|n(&) e UAE=XmE))Il < &}

1 Ein Bundel muR nur eine stetige offene Surjektion auf die Basis besitzen, ist aber nicht automatisch
lokal trivial! Fur lokal kompakte Basis und endlichdimensionale Fasern folgt dies jedoch aus der Existenz der
Projektion.
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fur offene MengerJ c B, stetige Feldek € & unde > 0 . Es ist leicht nachzuprifen, dal3
die Tubenumgebungen eine Topolgie &umit den gewlnschten Eigenschaften erzeugen.
Auf den FaserrE(z) wird die starke Topologie induziert, da die Schni&) N T (U, X,&)
der Fasern mit den Tuben gerade Normkugeln in den Fasern sind.

C.1.4 Lemma (stetiges Feld als Hilber*-Modul)

Ein stetiges Feld von Hilbertraumeh= ((E(2)).cB, A) Uber B definiert eine Hilbert-G(B)-
Modulstruktur aufA. Umgekehrt definiert ein Hilbert-QB)-Modul ein stetiges Feld von
Hilbertraumen, und diese Korrespondenzlistl.

C.1.5 Definition (stetige Felder vorC*-Algebren)

Ein stetiges Feld von Banachrauméh = (A(2).cg, A) heil3tstetiges Feld von GAlgebren
wenn alle Fasern GAlgebren sind und die Stetigkeitsstrukiueine involutive Unteralge-
bra von[],cgA(2) ist.

C.1.6 Definition und Hilfssatz (Fell-Bedingung)
Ein stetiges Feld von'GAlgebrenA := (A(2)zB, A) erfillt die Fell-Bedingung, falls

Y2eB umgebung Wz, pealy Yzeu P(Z) Projektion vom Rang 1.

Man sagt auch:A hat einestetige Spuicontinuous trace).
Besitzen alle Fasern vafl Projektionen vom Rang 1 und ist das Feftllokal trivial, so
erfullt A die Fell-Bedingung.

Beweis Ist.A lokal trivial, so gibt es zu jedeme B eine Umgebuny, so dal3A|y ~ A;xU
ist. Wahlt man nun eine Projektigne A, vom Rang 1, so ist’ — p ein stetiges Feld von
Projektionen vom Rang 1. O

C.2 Dixmier-Douady-Invariante

C.2.1 Bemerkung (elementare&C*-Algebren)

1. Eine elementar€*-Algebra ist nach Definition di€*-AlgebraXk () der kompakten
Operatoren auf einem Hilbertrautd. In wird diese Zuordnung faserweise
durchgefihrt, um ein stetiges Feld von element&eilgebren zu erhalten.

2. K enthalt das zweiseitige Ided)® der Hilbert-Schmidt-Operatoren, welches selbst
ein Hilbertraum ist bezlglich der kanonischen Spur. pigtin Projektor vom Rang
1, so istpK ein abgeschlosseEeUnterraum vonL?, der tatsachlich isomorph zH

2Norm und Spurnorm stimmen {iberein wegen

l|pall® = ||pad’ pl| = tr(pad p) = ||pallZ,.
L
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ist. Die Frage, ob diese umgekehrte Zuordnung — faserweise durchgefiihrt — zu einem
stetigen Feld von Hilbertrdumen fuhrt, wird lokal durch die Fell-Bedinglng (IC.2.3)
und global durch die Dixmier-Douady-Invariante (C|2.5) beantwortet.

3. Etwas vornehmer ausgedriickt sk ein abgeschlossener Untermodul des trivialen
Hilbert-K-Moduls K, so dal’R die GNS-Darstellung zum Zustand tr gerade den ur-
sprunglichen Hilbertraum zurtckliefert.

4. Zwei elementar€*-Algebren sind isomorph genau dann, wenn die zugrundeliegen-
den Hilbertraume isomorph sind; dies ist genau dann der Fall, wenn sie dieselbe Di-
mension haben. Ein Isomorphismus von Hilbertrauder{ —» H’ induziert einen
Isomorphismus

K@) : K(H) - K(H),
ar dad 1.

Da das Zentrum vorK geradeCl ist, definieren zwei Hilbertraumisomorphismen
®1,®, denselberC*-Isomorphismus genau dann, webpn= A, fir einA € S.

C.2.2 Definition und Hilfssatz (assoziiertes Feld vo&*-Algebren)
Ein stetiges Feld von Hilbertraumeh= ((E(2).cB,A) Uber B definiert eirassoziertes ste-
tiges Feld von C-AlgebrenA := (A(2)zg, I1) durch
A2 = K(E(2), (C.2-1)
I1:=sparinyy| X,y A}, wobei (C.22)
7x (2(&) 1= XD (YD|€)g(y furze B,£ € E(2).

Der AbschluB in|C.2-2) ist dabei gemal3 C.1l.2 auf Sdite 102 zu verstehen.

Beweis Die erste Bedingung in Hilfssaliz C.1.2 ist erfillt, da die Operatoren mit endlichem
Rang dicht in den kompakten sind. Dax (2|l = [IX||lyll und &hnlich flr die Linearkombi-

nationen, gilt auch die zweite Bedingung.

Es stellt sich nun die Frage, ob ein beliebiges Feld von elementiréfgebren assoziiert
ist zu einem stetigen Feld von Hilbertraumen.

C.2.3 Theorem (Fell-Bedingung und lokale Darstellbarkeit)

Ein stetiges Feld von elementarei+8lgebren ist lokal isomorph zu einem assoziierten Feld
eines stetigen Feldes von HilbertrAumen genau dann, wenn es die Fell-Bediagung (C.1.6)
erfullt.

Beweisskizze

, <" Ist pdas lokale Feld von Projektionen vom Rang 1, so defiliest pAly eine stetige
Familie von abgeschlossenen Unterraumen, die hach|C.2.1 auf der vorhergehenden
Seite gerad&(E(2)) = A(2) erflllen.
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, =" Ist A lokal assoziiert zw&, so wahle man za € B ein nirgends verschwindendes,
normiertes Felc auf einer Umgebung vom. Der zugehdrige Projektary x erfullt
dann offensichtlich die Fell-Bedingung.

C.2.4 Bemerkung (Dixmier-Douady-Invariante)

Fir die Untersuchung der globalen Darstellbarkeit setzen wir also die Fell-Bedingurg fur
voraus. Weiterhin sei im folgenden die BaBiparakompakt, so dal3 es eine lokal endliche
UberdeckungUj)ic; von B mit offenen Mengerl; gibt, liber denerA vermittels eines
Feldes vorC*-Isomorphismeih; assoziiert ist zu einem stetigen Féilvon Hilbertraumen.
Uber den Schnittmenged; N Uj ist A dann sowohl zuH; als auch zuH; assoziiert, so
daRhth; ein Feld von Isomorphismen elementa@tAlgebren ist und daher von einem
Feld von Hilbertraumisomorphismegy induziert ist. gijgjk fuhrt dann tbetJi nUj N Uy

Zu denselber@*-Isomorphismerhi‘lhk wie gk, somit gibt es wegeh C.2[1.4 eine stetige
Funktionujj : UinUjNUx - St mit 0ijgjk = UijkQik- Dixmier & Douady zeigen, dal’3 die
Uijk einen Kozyklus auB mit Werten in der Garb&' der (Keime von) stetige8!-wertigen
Funktionen definieren, dessen Klassel#{B, S) nur vom gegebenen Feld vari-Algebren

A abhangt. I 5.1]4 auf Seitel58 haben wir gesehenH#&B, S') ~ H3(B, Z) ist. Das Bild
von [u] in H3(B,2) heiRtDixmier-Douady-Inavriante §(A). Weiterhin beweisen Dixmier

& Douady:

C.2.5 Theorem (Dixmier-Douady-Invariante und globale Darstellung)

SeiA ein stetiges Feld von ‘CAlgebren Uber einer parakompakten Basis. Die Dixmier-
Douady-Invariante’(A) verschwindet genau dann, wenn es ein stetiges Feld von Hilber-
traumen Uber B gibt, so dafd isomorph ist zum assoziierten Feld voir8lgebren.

C.2.6 Theorem H3(M, Z) und Klassen vonC*-Feldern)
H3(M,Z) parametrisiert (iber die Dixmier-Douady-Invariante die Menge der Aquivalenz-
klassen von lokal trivialen stetigen Feldern von elementareAl@ebren tber B.

C.2.7 Theorem (abzahlbar unendlichdimensionale Felder)
Ein stetiges Feld von abzahlbar unendlichdimensionale#@ebren, das die Fell-Bedin-
gung erfullt, ist lokal trivial, wenn die Basis endlichdimensional und parakompakt ist.

In (Packer & Raeburn, 1990, Theorem 3.9) wird folgendes Theorem bewiesen:

C.2.8 Theorem (Dixmier-Douady-Invariante fur getwistete dynamische Systeme)

Sei G eine lokal kompakte Gruppe und X ein (lokal triviales) G-Prinzipalfaserbiindel Gber
M mit Aktione; fir G, X, M gelte das zweite Abzahlbarkeitsaxigne Z2(G,C(X,S)) sei

ein stetiger 2-Kozyklus. Dann it := C,(X) X, e G ein stetiges Feld von'€Algebren tber

M, das die Fell-Bedingung erfillt, und die Dixmier-Douady-Invariastél) < H3(M,Z) ~
H2(M, SH wird reprasentiert durch: € Z2(M, SH mit

Hijk(X) = O(gij (X), Gjk X))(S (X)),

wenn(s) ein System von lokalen Schnitten von X ist (gd die zugehdrigen Ubergangs-
funktionen.
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Notation

Generell wurde versucht, die tbliche Notation zu verwenden und dabei Mil3verstandnisse
zu vermeiden. So bezeichnet fir einen topologischen Ra@yX) die Menge der stetigen
Funktionen mit kompaktem Traget,,(X) die stetigen im Unendlichen verschwindenden,;

die Bezeichnun@y(X) wird aus naheliegenden Grinden vermieden.

Hilbertraume sind Hilber&-Moduln gemaf Definitioh A.1l1 und daher Rechtsmoduln, so
dal3 das Skalarprodukt gemalf der in der mathematischen Physik tiblichen Konvention linear
im rechten und antilinear im linken Eintrag ist.

Weitere Standardbezeichnungen:

[
1g
\

M® @ X»>T0
o %

ANZ2 2z~

R+

RX
Sl

identische Abbildung

Verknipfung von Abbildungen

charakteristische Funktion der MenBe

Mengendifferenz

Abschlul3 einer Menge/eines Operators; komplexe Konjugation
formal Adjungierter eines Operatobds

Hilbertraum-Adjungierter eines Operatdds

Kommutant einer Unteralgebra

Zusammenhangskomponente der Eins einer topologischen G&ippe
Einselement einer Gruppe

Aquivalenzklassen eindimensionaler unitiarer Darstellungen einer topologi-
schen Grupp& (Charaktergruppe fur abelsch@y

V-1

naturliche Zahlen (ohne 0)

=NU{0}

ganze Zahlen

reelle Zahlen

={xeR|x=0}

komplexe Zahlen
multiplikative Gruppe eines Rind3

= zeCllizl=1
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Notation

Tn

™
n1(M)
QP(M)
curv(V)
D(D)
K(E)
L(E)
M(X, )
LP(X, du)
spec
speg,
SPE€Gisc
Spe%ss
SPEG, p.
SPeG.c.
Speg .

= (sh)"

Tefng)entialraum einer glatten Mannigfaltigksit
Fundamentalgruppe einer topologischen Mannigfaltigieit
Differentialformen vom Gragb

=V? Krimmung eines Zusammenharigs
Definitionsbereich eines unbeschrankten Operddors
kompakte Operatoren auf einem Banachrdim

lineare beschrankte Operatoren auf einem BanachEaum
Raum der mel3baren Funktionen auf dem Mal3réxim)
Raum der bezuglicdu p-integrablen Funktionen
Spektrum eines Operators

Punktspektrum

diskretes Spektrum (isolierte Eigenwerte endlicher Vielfachheit)

wesentliches Spektrum (spepegiso)

»pure point*“-Spektrum (Abschluf3 von spgc
absolutstetiges Spektrum

singularstetiges Spektrum

Die Konvention fur Spektralprojektionen ist wie folgt: 1Bt ein Operator, so setzen wir

PQ) 1= L 21(D), d. h. (P(1))er ist die rechtstetige Spektralschar. Fur beliebige Borel-

mengenB c R ist Ps := 1g(D), insbesondere iR _. 1] = P(1). Das Spektralmald zu zwei
Vektorenx,ye D(D) ist dannuy (A) := (X P(A)y).
Auf weitere Bezeichnungen wird im Index verwiesen.

Kapitel, Abschnitte und Unterabschnitte werden mit arabischen Ziffern nummeriert und in
der FormL2[ 2.1 und 2.1.9 zitiert. Gleichungen werden innerhalb der Abschnitte fortlaufend

nummeriert und zur besseren Unterscheidung mit einem Mittenpunkt abgefrenbilj2.1
Ein Beweisende wird mif] markiert oder mif2.1.9], wenn der Beginn des Satfes 2]1.9 und
das Beweisende nicht auf dieselbe Seite fallen.



Lebenslauf

Name:
MichaelJohannes Gruber

Geburtsdatum, -ort:
06.01.1970 in Stuttgart

Eltern:
Josef Gruber, Diplom-Ingenieur
Irmgard Gruber, geb. Pfeifer, Arzthelferin

Schulbesuche:

1976-1980 Grundschule: Friedrich-Ebert-Schule in Augsburg—Go6ggingen
1980-1989 Gymnasium: Humanistisches Gymnasium bei St. Stephan in Augsburg
1989 Abitur (1,0)

Studium:

1989-1994 Studium der Diplom-Physik mit Nebenfach Mathematik an der Universitat
Augsburg

1991 Vordiplom (1,42)

1994 Diplom (1,05)

Stipendium:
01.11.1993-31.10.1994 Stipendium der Stiftung der Universitat Augsburg

Berufstatigkeit:

01.11.1990-28.02.1991, 01.05.-31.07.91, 01.11.91-29.02.92, 01.11.92-28.02."93,
15.09.1994-31.10.1994 Nebenberufliche studentische Hilfskraft am Institut fir Mathematik
der Universitat Augsburg

01.11.1993-28.02.1994 Nebenberufliche studentische Hilfskraft am Institut fir Physik der
Universitat Augsburg

01.11.1994-30.09.1995 Wissenschaftlicher Mitarbeiter am Institut fir Mathematik der Uni-
versitat Augsburg

01.10.1995-31.12.1995 Wissenschaftlicher Mitarbeiter am Institut fir Mathematik der
Humboldt-Universitat zu Berlin

01.01.1996-31.12.1998 Wissenschaftlicher Mitarbeiter am Institut fir Mathematik der



118 Lebenslauf

Humboldt-Universitat zu Berlin im Teilprojekt D6 des Sonderforschungsbereichs ,Diffe-
rentialgeometrie und Quantenphysik” (SFB 288)



Erklarung

Hiermit versichere ich, daf3 ich die vorliegende Dissertation selbstandig und ohne unerlaubte
Hilfe angefertigt habe.

Berlin, den 7. April 1998

Michael J. Gruber



	Titel
	Vorwort
	Inhaltsverzeichnis
	Einleitung
	Ein einleitendes Beispiel
	Theorem: Spektrum des magnetischen Schrödingeroperators mit Fluß 0
	Theorem: Spektrum des magnetischen Schrödingeroperators mit rationalem Fluß
	Theorem: Spektrum des magnetischen Schrödingeroperators mit irrationalem Fluß

	Von der Blochtheorie zu Hilbert-C*-Moduln
	Kommutative Symmetrie
	Kommutative Symmetrie aus einem nichtkommutativen Blickwinkel
	Nichtkommutative Symmetrie

	Ergebnisübersicht der Spektraltheorie
	Definition: Bloch- und Schnol-Eigenschaft
	Bemerkung: SSSP=>WBP
	Definition: Kadisoneigenschaft
	Definition: Bandstruktur
	Definition: RRI0
	Bemerkung: Erläuterungen zur Tabelle

	Originäre Resultate

	Kommutative Blochtheorie
	Standardform der kommutativen Blochtheorie
	Definition und Hilfssatz: L²-Schnitte
	Definition und Hilfssatz: minimaler Abschluß
	Definition und Hilfssatz: Aktion auf Funktionen
	Definition: Fundamentalbereich
	Definition und Hilfssatz: abelschperiodischer Operator
	Lemma: assoziierte Bündel
	Lemma: Charakterrelationen
	Definition: meßbares Feld von Hilberträumen
	Lemma: definierende Schnitte
	Definition: direktes Integral
	Definition und Hilfssatz: Operatoren auf Feldern von Hilberträumen
	Lemma: direktes Integral und Spektrum
	Lemma: direktes Integral
	Hilfssatz: C(GammaDual)-Aktion
	Korollar: Charakterisierung zerlegbarer Operatoren
	Theorem: Zerlegung eines periodischen Operators
	Bemerkung: Spektraltheorie

	Nichtkommutative Form der kommutativen Blochtheorie
	Definition und Hilfssatz: Prä-Hilbert-C(GammaDual)-Modul
	Definition und Hilfssatz: Hilbert-C(GammaDual)-Modul
und GNS-Darstellung
	Hilfssatz: stetiges Feld von Hilberträumen über GammaDual
	Theorem: Zerlegung eines periodischen Operators


	Nichtkommutative Blochtheorie
	Definition
	Definition: A-elliptischer Operator
	Bemerkung: Modul- und Hilbertraumoperatoren
	Lemma: Spektrum von Modul- und Hilbertraumoperatoren
	Definition und Hilfssatz: A-Spur und assoziierte Spur
	Bemerkung: tr pi H_tau versus tr_tau pi^E
	Bemerkung: tr pi^E versus tr_tau pi^E
	Bemerkung: tr_tau für Standardhilbertmoduln
	Lemma: tr für tr_tau-Spurklasse
	Lemma: Nichtexistenz endlichdimensionaler Moduln

	Spektraltheorie
	Lemma: Spektralprojektionen
	Theorem: isolierte Eigenwerte
	Theorem: Bandstruktur
	Theorem: Cantorspektrum
	Definition und Hilfssatz: reeller Rang
	Bemerkung: Kadisoneigenschaft und RRI_0
	Bemerkung: reeller Rang und Dimension
	Theorem: Cantorspektrum

	Beispiele
	Beispiel: verallgemeinerte Harperoperatoren
	Beispiel: eichperiodische elliptische Operatoren
	Beispiel: elliptische Operatoren auf Hilbertmodulbündeln
	Beispiel: abstrakte elliptische Operatoren


	Eichperiodische elliptische Operatoren
	Grundlegende Definitionen und Folgerungen
	Definition und Hilfssatz: L²-Schnitte
	Definition und Hilfssatz: minimaler Abschluß
	Definition und Hilfssatz: Aktion auf Funktionen
	Definition und Hilfssatz: eichperiodischer Operator
	Hilfssatz: Kozykluseigenschaft
	Bemerkung: exakter Kozyklus und Darstellung
	Hilfssatz: Bündelmorphismen
	Bemerkung: Lift der Aktion
	Hilfssatz: Eigenschaften des Kozyklus

	Hilbertraumoperatoren
	Lemma: Parametrix
	Korollar: wesentliche Selbstadjungiertheit
	Theorem: Wärmeleitungskern

	Hilbertmoduloperatoren
	Lemma: Prä-Hilbert-A-Linksmodul
	Lemma: Hilbert-A-Linksmodul
	Lemma: A-kompakte Operatoren
	Theorem: eichperiodische Operatoren
	Theorem: eichperiodische Moduloperatoren

	Spezialfälle
	Beispiel: periodischer elliptischer Operator
	Beispiel: magnetischer Schrödingeroperatorer


	Quantisierung mit Magnetfeld
	Äquivalenzklassen von Quantisierungen
	Bemerkung: minimale Kopplung
	Definition: Quantisierung mit Magnetfeld
	Bemerkung: Selbstadjungiertheit
	Bemerkung: Äquivalenzklassen von Linienbündeln
	Bemerkung: ganzzahlige de-Rham-Klasse
	Bemerkung: Krümmung und Chernklasse
	Theorem: Existenz von Quantisierungen
	Definition: Äquivalenz von Quantisierungen
	Bemerkung: unitäre Äquivalenz
	Bemerkung: lokale Form der Umeichung
	Bemerkung: 2-Term-Komplex
	Theorem: Quantisierungsklassen
	Theorem: Quantisierungsklassen bei festem Linienbündel
	Definition: Jacobitorus
	Definition: flache Linienbündel
	Lemma: Klassen von flachen Linienbündeln
	Theorem: Quantisierungsklassen

	Zusammenhänge
	Lemma: Jacobitorus
	Lemma: Torsionstorus
	Bemerkung: Torsionstorus

	Periodische Magnetfelder
	Theorem: periodischer magnetischer Schrödingeroperator
	Theorem: direktes Integral
	Korollar: Blochtheorie und Quantisierung

	Eichperiodische magnetische Schrödingeroperatoren
	Beispiel: strikt periodischer magnetischer Schrödingeroperator
	Beispiel: exakte Magnetfeldform, H^1(X)=0
	Theorem: eichperiodischer magnetischer Schrödingeroperator


	Spektraltheorie für Beispielklassen
	Eichperiodische elliptische Operatoren
	Theorem: Spektrum eichperiodischer Operatoren
	Beispiel: eichperiodischer magnetischer Schrödingeroperator

	Periodische elliptische Operatoren
	Definition: periodischer Operator
	Bemerkung: geeicht periodischer Operator
	Theorem: Spektrum abelschperiodischer Operatoren
	Hilfssatz: Zerlegung eines abelschperiodischen Operators
	Korollar: umgekehrte Blocheigenschaft
	Hilfssatz: reell-analytische Familie
	Lemma: zeta-regularisierte Determinante
	Lemma: reelle Analytizität und Maß
	Theorem: spektrale Natur abelschperiodischer Operatoren


	Schluß
	Ein abschließendes Beispiel
	Ausblick

	GNS-Darstellung und Tomita-Takesaki-Involution
	Links- und Rechtsmodulstrukturen
	Definition: Hilbert-(Rechts-)modul
	Definition: Hilbertlinksmodul
	Bemerkung: einfache Eigenschaften
	Definition: freie und projektive Hilbertmoduln
	Lemma: Hilbertlinks- und -rechtsmodul
	Bemerkung: Standardmodul

	GNS-Darstellung für Hilbert-C*-Moduln
	Tomita-Takesaki-Involution

	Getwistete verschränkte Produkte
	Definition und grundlegende Eigenschaften
	Definition: Gruppenkozyklus
	Bemerkung: spezielle Kozykel
	Definition: getwistetes kovariantes System
	Definition: getwistetes verschränktes Produkt
	Bemerkung: Abhängigkeit vom Repräsentanten
	Definition und Hilfssatz: reduziertes getwistetes verschränktes Produkt
	Bemerkung: Abhängigkeit von der Darstellung

	Getwistete Gruppen-C*-Algebren
	Definition: Getwistete Gruppen-C*-Algebren
	Definition und Hilfssatz: kanonische Spur
	Hilfssatz: GNS-Darstellung der reduzierten getwisteten Gruppenalgebra
	Hilfssatz: Kommutant

	Twistäquivariante KK-Theorie
	Definition: Hilbert-(B,beta,G,theta)-Modul
	Bemerkung: Aktion auf den Moduloperatoren
	Definition: Kasparov-(G,theta',theta)-Moduln
	Definition und Hilfssatz: getwistetes verschränktes Produkt von Hilbertmoduln
	Theorem: KK_(G,theta',theta)(A,B)
-> KK(. x_(A,theta')G,. x_(B,theta)G)

	Beispiele
	Beispiel: Rotationsalgebra
	Theorem: Eigenschaften der Rotationsalgebra
	Theorem: getwistete Fuchssche Gruppen


	Stetige Felder von C*-Algebren
	Definition und Eigenschaften
	Definition: stetige Felder von Banach- und Hilberträumen
	Hilfssatz: definierender Untermodul
	Lemma: stetige Felder und Banachraumbündel
	Lemma: stetiges Feld als Hilbert-C*-Modul
	Definition: stetige Felder von C*-Algebren
	Definition und Hilfssatz: Fell-Bedingung

	Dixmier-Douady-Invariante
	Bemerkung: elementare C*-Algebren
	Definition und Hilfssatz: assoziiertes Feld von C*-Algebren
	Theorem: Fell-Bedingung und lokale Darstellbarkeit
	Bemerkung: Dixmier-Douady-Invariante
	Theorem: Dixmier-Douady-Invariante und globale Darstellung
	Theorem: H^3(M,Z)
und Klassen von C*-Feldern
	Theorem: abzählbar unendlichdimensionale Felder
	Theorem: Dixmier-Douady-Invariante für getwistete dynamische Systeme


	Literaturverzeichnis
	Index
	Notation
	Lebenslauf
	Erklärung

